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研究成果の概要（和文）：格子上で定義された離散化されたシュレーディンガー作用素に対してランダムに変化
するポテンシャルの確率論的情報を、散乱現象を記述する基本的物理量である散乱行列から導くことを目的とす
る。近似の度合いを示すパラメータとしてメッシュ幅をとり、メッシュ幅がゼロに近づくときの漸近近似として
ポテンシャルの確率分布を記述することを目標とする。その際に必要になるレゾルベントのメッシュ幅に関する
一様評価が自由ハミルトニアンに対して得られた。さらに離散モデルのレゾルベントの連続モデルのレゾルベン
トへの収束を論じるため、通常の離散化とは異なる新しい近似スキームを考案した。

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to derive probabilistic informations of 
potentials for discrete Schroedinger operators defined on lattices from the knowledge of the 
S-matrix, the fundamental physical quantity describing the scattering phenomena. The mesh size of 
the lattice is used as a parameter of approximation, and the ultimate goal is to obtain 
probabilistic distribution of of the potential randomly dsitributed on lattices. We have obtained 
estimates of the resolvent of free discrete Schroedinger operator uniform with respect to the mesh 
size. We are interested in the convergence of the resolvent of the discrete model to that of the 
continuous model, which proposes a new challenging problem for Schroedinger operators. We have found
 a new approximation scheme which possibly provides us with the solution. We also have another idea 
of approximation.

研究分野： 数理物理学

キーワード： 逆散乱理論　シュレーディンガー作用素　S行列　確率分布

  ５版
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１． 研究開始当初の背景 
ランダムなポテンシャルをもつシュレー

ディンガー作用素の研究はすでに長い歴史
を持ち物理学的立場からの研究は（準）束縛
状態、散乱状態、双方に対して多くの研究が
なされてきた。数学的な研究もすでにかなり
の歴史をもつが、これまでには粒子の局在化
の問題が多く研究され、散乱状態の研究はほ
とんどなかった。しかし、散乱実験は本来確
率論的にしか把握できない標的に粒子を衝
突させて得られたデータを確率論的に解釈
するものであり、確率論的な観点からの散乱
現象の研究は極めて重要である。
Lassas-Paivarinta-Saksman による論文 
“Inverse scattering problem for a 
two-dimensional random potential, Comm. 
Math. Phys. (2008), 669-703, は 2 次元に
おけるシュレーディンガー作用素に対して S
行列の高エネルギー極限からランダムポテ
ンシャルの相関係数を導いたものであるが、
この方面で初めて得られた数学的結果であ
り、重要なものである。2次元に限定されて
いること、数学的に多くの困難点を乗り越え
て結果が導かれていること、等をみれば、こ
の方面の数学的研究の重要性が明瞭に浮か
び上がってくる。ランダムな現象は離散モデ
ルによって理解しやすくなることがしばし
ばある。離散シュレーディンガー作用素に対
して同様の問題を考えることは散乱現象の
数理的理解に新たな視点をもたらす。シュレ
ーディンガー作用素の連続モデルと離散モ
デルはいくつか部分においては平行した性
質をもっているが、両者の関係については未
知の部分が多く、離散モデルの研究は連続モ
デルに対するものをそのまま移し替えられ
るものではない。離散モデルは連続モデルと
並んで独立した価値をもつ研究対象である
と考えられ、多くの研究がなされるべきであ
る。そのための基礎知識を得るための突破口
としてもこの問題は多くの良い課題を提供
するものと考えられる。 
 
２． 研究の目的  
ポテンシャルがランダムに変動する離散

シュレーディンガー作用素の連続スペクト
ルを研究する。散乱行列の表示からポテンシ
ャルの確率論的情報を引き出す。ポテンシャ
ルの分布はガウシアンであるとし、相関係数
を散乱行列から引き出すことを目標とする。
その中において離散シュレーディンガー作
用素に関連した問題を見極め、新しい課題と
将来の展望を探求する。 
 
３． 研究の方法 
研究の経緯と合わせて研究方法を説明す

る。シュレーディンガー作用素の連続モデル
に対しては、その連続スペクトルが０から無
限大にいたる半直線となり、高エネルギー領
域を考えることができる。シュレーディンガ
ー作用素の連続モデルに対しては高エネル

ギー領域における漸近評価が重要であった。
離散モデルはその連続スペクトルが有限区
間となる。そのため、高エネルギーに対応す
る概念を探すことが重要となる。離散シュレ
ーディンガー作用素の逆散乱問題の最初の
方法は散乱行列を解析接続することにより
複素領域での高エネルギー極限を考えるこ
とであった（H.Isozaki and E.Korotyaev, 
Inverse problems, trace formula for 
discrete Schroedinger operators, Ann. 
Henri Poincare, 13 (2012), 751-788）。そ
こで複素高エネルギー極限を最初に考えた
が極限の計算において十分な結果が得られ
なかった。そこで新たな意味のあるパラメー
タとして離散格子の幅（メッシュサイズ）を
導入した。 
メッシュサイズを０に収束させたとき、有

界区間であった連続スペクトルは半無限区
間に収束する。したがって高エネルギー領域
における漸近展開に相当することがメッシ
ュサイズを０に近づけたときの漸近近似と
して得られるであろう。シュレーディンガー
方程式における小さいパラメータによる漸
近近似の問題としてはプランクの定数によ
る半古典近似の問題があるが、離散シュレー
ディンガー方程式においてはそれに類似の
ものとしてメッシュサイズを小さくすると
きの漸近近似を考えることができる。メッシ
ュサイズを小さくするときの漸近近似の問
題は以前からあり地道な研究が続けられて
いる。微分幾何学においてもコンパクトな多
様体を離散的なグラフで近似することによ
り、ラプラシアンの固有値を離散グラフの固
有値によって近似する、あるいはラプラシア
ンのレゾルベントを離散グラフ上のラプラ
シアンのレゾルベントによって近似するな
どの研究がなされている。しかし連続スペク
トルの場合には対応する研究は見当たらず, 
多くの困難が潜んだ問題であった。 
連続スペクトルの研究においてはレゾル

ベントの複素パラメータをスペクトルの点
に収束させたときのレゾルベントの境界値
の評価の問題が重要である。この問題は最近
大きく進展しており、私自身も物理的に重要
な格子を多数含むあるクラスの離散シュレ
ーディンガー作用素に対してこの研究を行
っており、逆散乱問題に応用している。そこ
で出発点として必要なのはメッシュサイズ
に関して一様な離散シュレーディンガー作
用素のレゾルベントの一様評価であった。こ
の問題は全く先行研究を見出すことができ
ず、暗中模索であったが、Isozaki-Korotyaev 
の上述の論文中の方法を適用することに 1，2
次元のポテンシャルを持たないシュレーデ
ィンガー作用素に対してメッシュサイズに
関して一様な評価をある種の関数空間に関
して証明することができた。 
次の目標は散乱行列のメッシュサイズに

関する展開を求めることである。そのときポ
テンシャルをもった離散シュレーディンガ



ー作用素のポテンシャルに関する一様評価
が必要となる。ここに困難があり、連続モデ
ルの場合に類似の結果はまだ得られていな
い。しかしポテンシャルにメッシュサイズに
対応したパラメータを掛けることによりメ
ッシュサイズと共に小さくなるようなポテ
ンシャルに対してはレゾルベント評価、散乱
行列の表示、漸近展開等を標準的な摂動展開
として得ることができる。この部分は後進の
ための課題として現在残してある。 
ここにおいて考えるべきことは、メッシュ

サイズを小さくしたときに離散シュレーデ
ィンガー方程式の解が何に収束するか、とい
う問題である。対応する連続モデルに収束す
るのが当然のように思われるが、収束するこ
と自身が自明ではなく、収束先が連続モデル
であるという保証もない。これは意外に知ら
れていない研究上の盲点であった。ここは本
質的な困難を含む問題で在来の手法からは
解決策を見出すことが非常に難しかったが、
多くの文献を探す中で数値解析において重
要な（これもあまり知られていない）進展が
なされていることが分かった。連続モデルを
近似する離散モデルとして、例えばユークリ
ッド空間上のラプラシアンに対しては正方
格子による近似が通常考えられるが、時間依
存シュレーディンガー方程式の非線形問題
においてはそれでは収束しないことの証明
と新たな近似スキームの提唱がなされてい
る。このことを考慮して最近、進展をみるこ
とができた。ポテンシャルを含まない自由シ
ュレーディンガー方程式に対して新たな近
似スキームを導入することにより、スペクト
ルパラメータまで考慮した関数空間におい
て、離散近似レゾルベントは連続モデルのレ
ゾルベントに弱収束することが示される。こ
のことにより、シュレーディンガー作用素の
連続モデルの離散近似として通常の正方格
子の離散モデルではなく新しい離散近似を
考えるべきこととそのための関数空間の設
定が示唆された。その離散近似は我々が現在
持っている知識で十分に研究可能なもので
あり、新たな研究対象として興味深く、現在
研究を行っている。 
 
４． 研究成果 

シュレーディンガー作用素の連続モデル、
離散モデルの双方に関して散乱行列の研究、
散乱行列からの摂動項の再構成の研究を行
った。連続モデルに関しては散乱行列に関
するトレース公式の新たな表示法を発見し
共鳴状態とトレース公式との関連を明らか
にした（４の文献（１））。また離散スペク
トルデータからの逆問題として回転面のガ
ウス曲率からの再構成の問題を考えミンコ
フスキーの問題を逆スペクトル理論の立場
から解決した（４の文献（３）、（４））。正
方格子上の離散シュレーディンガー作用素
に対して散乱行列からポテンシャルを再構
成する逆問題を解決した（４の文献（６））。

さらに物理的に重要な格子を多数含む一般
的な格子上のシュレーディンガー作用素の
連続スペクトルを研究した（４の文献（５））。
無限遠において双曲空間に漸近するような
多様体上において散乱行列から多様体を再
構成する逆問題を解決した（４の文献（２）、
（８））。熱伝導体において内部の介在物の
位置を表面上の熱分布から推定する逆問題
を解決した（４の文献（７））。 
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