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研究成果の概要（和文）：木星大赤斑のように乱流中に長時間にわたって秩序構造が現出することがある。2次
元的な流れでは多数点渦の平均場の作る平衡状態と準平衡状態がその起源である一方、平均場と個別粒子の間に
「循環的階層」と呼ばれる構造があることが知られてきた。本課題は非線形解析学と非平衡統計力学の融合研究
であり、循環的階層が動力学のレベルまで及んでいることを数学的に証明する一方、パッチモデルと適合する形
で準平衡から平衡に至る緩和時間での点渦平均場を記述する数理モデルを導出したものである。

研究成果の概要（英文）：Ordered structures are widely observed for long term in turbulence, e.g., 
the great red spot on Jupiter. It has been known that in the two dimensional flow, this phenomena is
 due to the quasi-equilibria and equilibria arising in the mean field of many point vortices, while 
there is a recursive hierarchy through the particles and their mean field. This project is a fusion 
of nonlinear analysis and non- equilibrium statistical mechanics. We have rigorously proven the 
recursive hierarchy in the dynamical level, and also derived a mathematical model for the point 
vortex mean field in the relaxation time compatible to the patch and equilibrium models.

研究分野： 数学解析
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１．研究開始当初の背景 
木星大赤斑のように、乱流中に長時間にわ

たって秩序構造が現出する場合があり、2

次元的な流れでは多数点渦の平均場の作る

平衡状態と準平衡状態がその起源であると

考えられている。一方、平衡状態では平均

場と個別粒子の間には「循環的階層」と呼

ばれる構造があることが知られていて、こ

のことは非線形解析学と非平衡統計力学の

研究対象が裏表の関係にあることを示して

いる。それぞれの研究はこれまで個別に深

化してきたが、「渦」をキーワードとすると

数学と物理学という枠組みを越えた構造が

視野に入る。両者の融合研究を進めること

が必要である。 

 
２．研究の目的 
点渦の平衡状態における循環的階層とは、

粒子の配置を決めるキルヒホッフのハミル

トニアンが、多数粒子の平均場が凝縮する

場所も決めていることを指す。さらにこれ

らの凝縮状態は８πを係数とするデルタ関

数の和であり、このことを量子化する爆発

機構という。本研究はこのような顕著な現

象を、多強度粒子系、渦糸、量子渦に対し

て確認し、さらに深く力学的安定性を表す

モース指数ついて検証する。次に、渦の作

る平均場の動態を理論的に解明するため、

その第 1 歩として準平衡状態から平衡状態

への緩和方程式を導出し、その数理構造を

明らかにする。 

 
３．研究の方法 
（１）循環的階層、量子化する爆発機構のよ
うに物理的実態に由来する顕著な現象に対
して、モデリングに根差した数学解析を展開
し、非線形、非平衡の数理モデルに内在する
数学的な構造を明らかにする。特にスケール
不変性と変分構造を用いて、解の爆発や安定
について明確な知見を打ち立てる。 
（２）数学解析を進めるため、必要に応じて
簡略化した数理モデルを分析し、その数理構
造を明確にするとともに解析技術の基盤を
確立する。 
（３）点渦モデルをパッチモデルの極限と両

立する形で導出し、準平衡から平衡への平均
場近似を数学的に明確にする。 
 
４．研究成果 
（１）ボルツマン・ポアソン方程式を基準と
して, モデリングと数学解析によって多く
の点渦系が平衡状態で作り出す秩序構造を
解明した。特にミニマックス原理を用いた固
有値の漸近挙動を詳細に解析し、爆発解のモ
ース指数と爆発点の位置を規定するハミル
トニアンの臨界点のモース指数が正確に対
応することを突き止めた。本成果は多点爆発
や変数係数の場合も含めたこれまでの研究
の一つの到達点であり、今後の基準となるも
のである。 
（２）エントロピー生成最大原理を用い、準
平衡から平衡に至るまでの緩和時間での古
典的点渦平均場動態を研究し、パッチモデル
と点渦モデルのそれぞれの緩和時間、平衡状
態を記述する4つが極限移行によって完全に
つながる形で点渦緩和方程式を導出すると
ともに、非局所項によってエネルギー保存、
質量保存、エントロピー増大の 3つの法則が
成り立つこと、解の爆発を逆温度が制御して
いることを明らかにして小正準統計の基準
と合致していることを確立した。 
（３）循環的階層の視点からより簡明で正準
集団を記述する Smoluchowski-Poisson 方程
式の collapse 動態を研究し、スケーリング
と 確 率 測 度 に 関 す る concentration 
compactness という簡明なツールによって、 
量子化された collapse が衝突する様子が正
確に記述できることを明らかにした。 
（４）量子渦のモデリングに動機づけられて、
非線形 Schroedinger 方程式の大域ダイナミ
クスを研究し、2 つの大きく異なるソリトン
族を含むエネルギー空間領域での解の分類
と記述に成功した。 
（５）2 次元の点渦系平衡平均場方程式に触
発されて同様の構造を持ち、プラズマ物理で
使われる高次元の非線形楕円型方程式を解
析し、爆発解の解の族に対する質量量子化や
sup+inf 不等式などの基本的な性質を確立し
た。 
（６）本研究によって動的平均場理論のモデ
リング法が確立する一方、物理的背景を抑え
ることで数学解析の基礎技術が格段に進展
した。その応用として多強度系の爆発解の精
密挙動を解明してTrudinger-Moser不等式の
端点での有界性と達成関数の存在や非存在、
自明解を持つ場合の汎関数レベルセットの
変形とモース理論など、非線形楕円型理論に
新しい視点がもたらされて研究課題終了後
も活発に研究が進められている。 
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