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研究成果の概要（和文）：微分方程式の解の大きさが有限時間で無限大に発散する現象を爆発現象という。本研
究では、これまで研究が進んでいなかった爆発曲線・領域爆発・再爆発現象といった爆発現象に焦点をあて、こ
れに対する数値計算の方法を提案し、これらに対する理論的研究と平行して数値計算を進め、いくつかの予想を
立てることが出来た。更に、一部の予想については研究期間内に数学的に証明を行うことができた。

研究成果の概要（英文）：Blow-up phenomena are typical nonlinear phenomena in several mathematical 
models. Here “blow-up” means that a size of the solution becomes infinity in a finite time, that 
is, the solution has a singularity. In this research project, we focus on blow-up curves, regional 
blow-up and multiple blow-up in some partial differential equations. In these phenomena it is 
important to understand the geometric properties of the solutions in time-space plane, the strength 
of the singularity(blow-up rate), and their relations. We show some numerical methods to these 
topics and get many numerical observations. Moreover, we show mathematical results on some of those 
numerical conjectures.

研究分野： 応用数学
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１．研究開始当初の背景 
 時間発展型の非線形の微分方程式の解の
大きさ等が有限時間で無限大になることを
解の爆発現象と呼び，そのような解を爆発解
という．このような現象では，時空間中に特
異点を形成することになり，方程式の解構造
を調べる上でその特異点の性質を深く知る
ことが重要となる．しかし，これまで多くの
研究では特異点が点からなる点爆発現象に
対するものがほとんどであった． 
 
２．研究の目的 
本研究では，これまでよく研究されてきた

点爆発現象ではなく，特異点集合が広さを持
つ領域爆発の問題，時空間中で曲線を形成す
る爆発曲線の問題，複数の時間で爆発する再
爆発現象など，これまであまり研究が進展し
ていなかった爆発現象を研究対象とし，それ
らの性質を調べるための数値的手法を整備
することを第一の目的とし，更に数学解析へ
良質な予想を与え理論解析の進展への寄与
を目指す． 
 
３．研究の方法 
 非線形微分方程式の数値解析的研究では，
数値解の安定性や精度，収束次数なども重要
であるが，方程式の構造や解の重要な性質に
着目して，それらを再現するような離散化を
考え，それを用いた数値計算をすることが特
に近年盛んである．爆発問題についてはこれ
まで解の爆発を再現する方法や数値的な爆
発時刻の真の爆発時刻への収束などが議論
されてきていたが，本研究では更に踏み込ん
で爆発解が持つ特異点集合の性質を数値計
算により洗い出すことを考えた．これには方
程式の構造や解の性質などに関する理論的
研究からの知見を数値計算法に生かすこと
により目指した．具体的には方程式の持つス
ケール不変性などの構造を利用した数値計
算方法を用いる方法や，爆発曲線に漸近する
解のあるレベルセットを追跡する方法，再爆
発現象の背後にある粒子の拡散モデルに対
する数値計算などを用いた．また，分担者だ
けでなく，内外の数値解析研究者や爆発問題
の理論的研究を行っている研究者らと定期
的な会合を開き，情報交換および議論を行う
こととした． 
 
４．研究成果 
 曲率流に関係するある準線形放物型方程
式の爆発解は領域的に爆発し，またその爆発
レートが所謂タイプ２であることが知られ
ている．この問題に対して数値的にはその領
域爆発を再現するスキームを利用し，更にそ
の数値計算ソルバーを方程式のスケール不
変性を使ったリスケ－リングアルゴリズム
に組み込むことにより得られるリスケ－リ
ング時間列から爆発レートを推定する理論
的枠組みを与えることができた．この枠組み
は 

個別の方程式に寄らず，スケール不変性をも
つ方程式に対して適用できる幅広い方法で
あり，今後爆発レートを調べる際の基本的手
法の１つとなりうると考えている．この方法
を用いて当該の問題に対して爆発レートを
数値的に調べ，また，それと平行して理論的
解析も進め，タイプ２爆発解の爆発レートを
推定するとともに，爆発領域の中心と端点の
関係についてもこれまで知られていなかっ
た知見を得ることができた．爆発領域に関す
る収束性については理論的な結果を得るこ
とができなかったが，これは今後の研究課題
としたい． 
 時間に関する導関数に非線形性をもつあ
る非線形波動方程式を考えて，これに現れる
爆発曲線の問題について数値的および理論
的な研究を行った。Cho により開発された固
定刻みを用いる数値計算方法のアイディア
を利用し数値解析を行った．これにより，爆
発曲線に特異性が表れる状況についての情
報を多く引き出すことに成功し，それを元に
爆発曲線上の特異点を解析するためのテス
ト問題を提案し，これに対していくつかの条
件下で数値的予測が正しいことを明らかに
した．この爆発問題についてはまだ理論的に
分かっていないことが多く，我々の数値計算
から得られた予測にもまだ未解決なものが
多い．これらについてはより発展的な問題と
して今後の研究課題としたい． 
 レーザービームの自己集束および複数回
の自己集束のモデルとして非線形シュレデ
ィンガー方程式がある．この背景には確率微
分方程式で記述される粒子の拡散モデルが
あり，これに対する数値計算方法の研究を行
った．ただし，現段階ではまだ直接上記のフ
ルモデルの数値計算法の開発は終わってお
らず，これに対する基礎研究ということで冪
型の非線形性をドリフト項および拡散項の
両方にもつ確率微分方程式に対する研究を
行った．この問題について，従来提案されて
いる手法の不備を修正し，かつ，数値計算コ
ストを抑えることができる新しい数値計算
方法を提案し，この離散スキームに対する理
論的結果として数値爆発時刻の収束性を示
すことができた．また，従来取り扱いが難し
かった臨界指数の場合に対して，パラメータ
にある条件を与えることにより確率１で解
が爆発すること，その爆発時刻がサンプルに
よらない値で特徴付けることができること
を示した。特にこの後者については，これま
で同様の爆発時刻の特徴付けは得られてお
らず，新しい視点を与えるものとなっている．
今後はこの計算方法の理論的整備を行うと
ともに，最初に挙げたレーザービームの再自
己集束問題へ適用できるよう拡張を行う予
定である． 
 以上の三点は本研究課題の申請段階で想
定していた問題であるが，本研究を実施しな
がら発見した新たな爆発問題についての研
究として，ある遅延微分方程式の爆発問題が



ある．上記三点も特異点集合の非局所性が重
要な視点となる問題であるが，遅延微分方程
式は問題そのものが非局所的となり理論
的・数値的取り扱いが難しくなる．特に通常
のＯＤＥやＰＤＥの爆発解の数値計算で多
くの場合用いられる可変型時間刻みの方法
を適用することが困難になり，新たな方法が
必要となるが，現段階において定数遅延の場
合には数値爆発時刻の真の爆発時刻への集
束が保証できる数値計算方法を開発した．こ
のアイディアと連続ルンゲクッタ法を合わ
せることで可変型の時間遅れ問題にも適用
できると考えており，今後研究を進める予定
である．また，本研究を進める間に，これま
で遅延微分方程式の研究で知られていなか
ったタイムラグが誘導する爆発現象を初め
て捉え，リミットサイクル振動を持つ単純な
２次元系において爆発のメカニズムを明ら
かにした．現在この現象に delay-induced 
blow-up と名付け，一般的な枠組みでの証明
の整備や他のメカニズムによる爆発，解の爆
発に至るまでの詳細な挙動と周期解の関連
など，新たな研究へ展開中である． 
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