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研究成果の概要（和文）：マクロ系で起こる自己組織化現象の根底に「トポロジー束縛」があると考えられる．
ハミルトン系の理論では，トポロジー束縛がカシミール不変量（典型的にはヘリシティー）の形に積分できる
と，位相空間が葉層化され，カシミール葉が有効な位相空間になる．しかし一般のトポロジー束縛は可積分では
ない．本研究では「ファントム」と呼ぶ新しい変数を導入して位相空間を拡張することで，トポロジー束縛を積
分してカシミール不変量（クロスヘリシティー）を定義する方法を開発した．この理論は，様々な非正準ハミル
トン系（剛体，流体，プラズマなど）の分岐現象や不安定性を解析することに応用できる．

研究成果の概要（英文）：Topological constraints play a key role in the self-organizing processes 
that create structures in macro systems. Some topological constraints are represented by Casimir 
invariants (such as helicities), and then, the effective phase space is reduced to the Casimir 
leaves. However, a general constraint is not necessarily integrable, which precludes the existence 
of an appropriate Casimir invariant. We have formulated a systematic method to embed a Hamiltonian 
system in an extended phase space; we introduce “phantom fields” and extend the Poisson algebra. A
 phantom field defines a new Casimir invariant, a cross helicity. This hierarchical relation of 
degenerate Poisson manifolds enables us to see the interior of a singularity as a sub Poisson 
manifold. The theory can be applied to describe bifurcations and instabilities in a wide class of 
general Hamiltonian systems.

研究分野： 非線形科学，プラズマ物理学
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１．研究開始当初の背景 
宇宙の様々な局所構造は，しばしば「渦」

となって現れる．私たちは「渦」を位相空間
の葉層構造として捉える立場で研究を行っ
てきた．渦構造は，ヘリシティーなどに代表
されるトポロジー束縛によって葉層化した
位相空間上につくられる統計的な平衡状態
だと説明できる [Z. Yoshida, S.M. Mahajan, 
Prog. Theor. Exp. Phys. (2014), 073J01]．この研
究の中から，本研究につながる理論的な挑戦
が生まれた． 
流体・プラズマのマクロ階層は非正準ハミ

ルトン力学系のカシミール葉 (leaf) として
定式化することができ，様々なカシミール元
（ヘリシティーなど）によって多様な渦構造
が分岐する [Z. Yoshida; Self- organization 
by topological constraints: hierarchy of 
foliated phase space, Adv. Phys. X 1 (2016), 
2-19]．このような幾何学的な理論は，アーノ
ルドなどによって構築された余随伴軌道の
幾何の枠組みで語り直せると思われがちだ
が，しばしば見落とされる問題として，カシ
ミール葉として「積分」できないトポロジー
束縛の存在がある．ケルビンの法則として知
られている「循環の保存」がその例である．
いうまでもなく循環の保存（あるいは破壊）
は渦の運動，統計力学，あるいは渦のリコネ
クションなどにおいて決定的な役割を担っ
ており，これを理解するための幾何学的理論
を構築することが重要な課題である． 
 
２．研究の目的 
カシミール元として「積分」できないトポ

ロジー束縛は「ファントム」を導入して拡大
した位相空間の特異点として定式化できる 
[Z. Yoshida, P.J. Morrison, Fluid Dyn. Res. 46 
(2014), 031412]．逆に，位相空間の特異点は
トポロジー束縛をもつ部分系だと見ること
ができる．これは無限次元空間で超函数のカ
シミール元を構築することを意味し，同時に
特異点内部の構造を部分力学系と考える新
しい視点である．非可積分なトポロジー束縛
を位相空間（Poisson 多様体）の特異点として
厳密に定式化し，より高い次元の位相空間に
埋め込むことで葉層の階層構造として理解
する．これによってトポロジー束縛の特異摂
動が幾何学的に記述できるようになる．この
理論を応用して，剛体，流体，プラズマなど
に起こる特異な運動や自己組織化現象をト
ポロジー束縛の視点から解明する． 
 
３．研究の方法 
 剛体，流体，プラズマのモデルにはしばし
ば非正準ハミルトン形式（退化したポアッソ
ン多様体）が現れる，その特異性が様々な特
異的運動の原因となっている．余随伴軌道が
載っているシンプレクティック多様体がカ
シミール葉のどのような部分多様体になっ
ているのかについてクレブシュ表現を頼り
にして解明する．とくに特異点における多様

体の接続の構造を明らかにすることが鍵に
なる．ファントムと呼ぶ（抽象的な）場を導
入して位相空間を拡張すると，カシミール元
として積分できないトポロジー束縛（とりわ
け「循環」）を積分して高次元空間の特異な
（超関数）カシミール元を構築することがで
きる．こうしてトポロジー束縛をスカラーで
表現すれば，トポロジー束縛を摂動する理論
を書くことができる（このとき，抽象的な場
であったファントムは拡張されたハミルト
ニアンに含まれることで実在化する）．特異
摂動によってトポロジー変化がどのように
起こるのかを明らかにする． 
 
４．研究成果 
  剛体，流体，プラズマなどマクロ系に現れ
る構造や特異な運動は，これらの系に係わる
トポロジー束縛の効果によるものだと考え
られる．支配方程式をハミルトン形式に書く
と，トポロジー束縛はポアッソン作用素の自
明でない核（kernel）によるものだと理解で
きる．その核がカシミール不変量として積分
できる場合には．位相空間が葉層化され，カ
シミール葉に束縛された運動によってトポ
ロジー束縛の効果が解析できる．しかし，一
般のトポロジー束縛は非可積分である．本研
究では，「ファントム」とよぶ抽象的な変数
を導入して位相空間の拡張することで，非可
積分な特異点を積分可能とし，その内部構造
の解析に役立てることができることを示し
た． 
シンプレクティック葉がどのような部分

多様体になっているのかについてファント
ムの概念を用いて解析した．この理論は，
様々な非正準ハミルトン系（剛体，流体，プ
ラズマなど）の分岐現象や不安定性を解析す
ることに応用できる． 

 

 
図１：ビアンキ・タイプ VI のリー・ポ

アッソン系に対する特異摂動で生じる

カイラルなカオス． 



 

 

図２：流体渦の 3 次元化と，それにともな

うヘリシティー生成． 

１）3 次元非正準ハミルトン系の分類と特異
点の解析： 縮退したポアッソン多様体のプ
ロトタイプとして 3次元空間を考え，これに
ビアンキ（Bianchi）によって分類されたリ
ー代数で リー・ポアッソン代数を定義し，
その葉層構造を分類した．その結果，ビアン
キの分類で Class B と呼ばれるものは，シ
ンプレクティック多様体上に特異点をもつ
ことが示された．この特異点は，葉層をミラ
ー対称性が壊れた部分多様体に分割し，その
結果，カイラルな運動が生み出されることが
明らかになった [1]．ファントムを導入して
位相空間を 4次元に拡張すると，特異点が解
消し，カシミール不変量はハミルトニアンの
対称性に読み替えられる．ハミルトニアンを
摂動することで不変量が壊れ，運動はカオス
になる．Class B から構成される系にはカイ
ラルなカオスが生じることが示された（図
１）． 

２）無限次元ハミルトン力学系の正準化とト
ポロジー束縛：流体やプラズマなどを通常の
物理変数（密度や流速，磁場など）の位相空
間で定式化すると非正準ハミルトン系にな
ることがよく知られている．このような非正
準構造は物理変数の下層にある正準変数に
対する縮減（reduction）が原因で生じたも
のだと考えることができる．正準変数として
クレブシュ変数を考えると，そのゲージ対称
性に関するネーター（Noether）電荷がヘリ
シティーであることが示された[2]．正準変

数にファントムを加えることで，物理変数に
対する非可積分な束縛を局所的保存量（流れ
場によってリー牽引される「電荷」）にして
表現でき，流体やプラズマの構造が幾何学的
に複雑化するプロセスを解析する道具とな
る． 
とくに「epi-2D」の概念は場を「粒子化」

することができ，一般の 3次元流体における
渦構造の複雑化は，epi-2D 粒子の相互作用に
よるものとして表現することができる [3]．
すなわち，epi-2D 粒子が単独で空間をしめて
いるときファントムとして粒子の空間体積
を表現していたパラメタは，2つの epi-2D 粒
子が衝突する（すなわち同時に同じ空間を占
める）ときには渦場を表現する実在する場と
なる．これにともなってヘリシティーが生じ
る（図２）． 
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