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研究成果の概要（和文）：物質科学の相対論的基礎方程式はディラック方程式であり、これを正確に解く理論体
系と、それを有用に展開する計算手法の確立が重要である。本研究では、シュレーディンガー方程式の正確な解
法として提案された自由完員関数法に基づき、ディラック方程式を正確かつ数値的に安定に解く方法として、逆
ハミルトニアン法、複素座標変換法を融合する計算手法を発展させた。また、多電子系のディラック方程式の計
算への応用のため、まずは一般分子のシュレーディンガー方程式の正確な解の計算を進め、今後一般分子の相対
論計算に応用するための計算方法とそのノウハウを蓄積した。

研究成果の概要（英文）：The Dirac equation is a relativistic quantum-mechanical fundamental 
equation. It is realistically important to establish a theory and computational scheme for solving 
this equation exactly. In the present study, we extended the free complement method, which was 
proposed for solving the nonrelativistic Schroedinger equation, to solving the relativistic Dirac 
equation. We also developed the theory combining the inverse Hamiltonian method and complex 
coordinate rotation method to obtain the solutions accurately and stably. For extending the present 
method to many electron systems, we first developed the computational algorithm of solving the 
nonrelativistic Schroedinger equations of many electron systems and constructed a computational 
framework for applying the free complement relativistic calculations to general molecules.

研究分野： 量子化学

キーワード： ディラック方程式　シュレーディンガー方程式　自由完員関数法

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
物質科学現象は、シュレーディンガー方程

式をはじめとする量子力学原理に支配され
ており、これらの基礎方程式を正確に解くこ
とができれば、あらゆる物質科学現象を正確
に予言することができる。一方、近年、周期
表のあらゆる元素の特性を生かした物質設
計が様々な分野で盛んに研究されているが、
系が重元素を含む場合、相対論効果を無視す
ることができず、しばしば現象の本質となる。
物質科学の相対論的基礎方程式はディラッ
ク方程式であり、これを正確に解く理論体系
と、それを有用に展開することのできる計算
手法の確立が重要である。 
しかし、現代の相対論量子化学は、正確な

解を求める理論体系、数値解法としての安定
性、計算速度、のいずれにおいても決定打が
なく不十分な段階である。従来の分子軌道法
に基づく 4成分計算理論は、ほとんどハート
リー-フォック(ディラック-フォック)レベ
ルであり、また、小成分を非顕化する 2成分
方程式理論でも、その変換に伴う近似レベル
は必ず問題になる。2 電子系以上のディラッ
ク方程式が正確に解かれたのは、私達のヘリ
ウム原子での計算例[H. Nakatsuji and H. 
Nakashima, Phys. Lev. Lett. 95, 050407 
(2005).]があるだけという現状にあった。 
 
２．研究の目的 
ディラック方程式の解法には、相対論特有

の幾つかの困難が存在し、それらを克服する
確実な理論体系の構築が必要である。その困
難とは、多成分波動関数の正確な成分間の関
係が不明であること、陽電子解の存在による
変分崩壊等の数値的不安定性、ローレンツ不
変でないという方程式自身の不完全性、など
が挙げられる。さらに、計算量もシュレーデ
ィンガー方程式に比べ多くなる。 
そこで、本研究では、非相対論シュレーデ

ィンガー方程式の正確な解法(自由完員関数
理論(Free Complement (FC) 理論)とその原
子・分子への応用の中で培った経験[H. 
Nakatsuji, Phys. Rev. Lett. 93, 030403 
(2004). H. Nakatsuji, Acc. Chem. Res. 45, 
1480 (2013). H. Nakatsuji and H. Nakashima, 
TSUBAME e-Science J. 11, 24 (2014). H. 
Nakatsuji and H. Nakashima, J. Chem. Phys. 
142, 084117 (2015).]を踏まえ、上記の相対
論特有の問題を克服し、ディラック方程式を
正確に解く計算手法を提案することを目的
とした。 
 
３．研究の方法 
ディラック方程式に基づく相対論量子化

学の確立のためには、「① ディラック方程式
の正確な解の保証」、「② 安定な数値計算: 
変分崩壊の回避」、「③ 多電子系を高速にと
ける計算法」が達成できる理論構造が必要で
ある。本研究では、これらの要求に対し、「① 
自由完員関数理論による正確な解への収束

の保証」、「② FC バランスと逆ハミルトニア
ン法・複素座標変換法による相対論特有の問
題の解決と安定な解法」、「③ 多電子系の波
動関数の構築方法の開発」という方法を展開
した。 
(1) ディラック方程式の解の保証 
中辻によって提案された自由完員関数理

論は、適当な初期関数 0 から、ハミルトニア
ンを露わに含む次式により、繰り返し(オー
ダー)n の波動関数を生成する。 
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ここで、g は原子・分子ハミルトニアンに存
在するクーロン発散項を抑える関数である。
FC 波動関数は、右辺を独立関数(完員関数: 

( )n
i )に展開し、そのそれぞれに独立な係数を

付加する線型展開として定義される。 
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未知変数: ( )n
ic は、通常の変分法か積分フリ

ーなサンプリング法: Local Schrödinger 
Equation (LSE) 法 [H. Nakatsuji, H. 
Nakashima, Y. Kurokawa, A. Ishikawa, Phys. 
Rev. Lett. 99, 240402.]で決定する。自由
完員関数理論の特徴として、系を定義するハ
ミルトニアン自身によって、その正確な波動
関数を構成する完員関数を自動的に生成す
るということがある。そのため、ハミルトニ
アンが定義できるあらゆる系に展開するこ
とが可能であり、非相対論シュレーディンガ
ー方程式だけでなく、相対論ディラック方程
式にもそのまま適用することができる。 
(2) FC バランスと逆ハミルトニアン・複素座
標変換法による相対論特有の問題の解決と
安定な解法 
  ディラック方程式は、大成分・小成分
(Large and Small Components)から成る多成
分の方程式であり、正確な波動関数の成文同
士は、ある関係式(バランス)で結びつけられ
る。近似解である以上、その正確な関係を最
初から導出することはできないが、それが正
確なものから大きくかけ離れている場合、電
子解に陽電子解が混ざり、解が不安定になる。
従来の解法では、近似的な Kinetic バランス
等の条件が課せられていたが、FC 法では、こ
れらの付加的な条件を課す必要はなく、FC 法
によりオーダーごとにハミルトニアンが自
動的に各成分同士の関係を満足させる。我々
は、これを FC バランスと呼び、収束の際に
は正確な関係を満足する。 
さらに、数値的な変分崩壊を解決するため

に、通常のハミルトニアンによる永年方程式
を解くのではなく、逆ハミルトニアンに対す
る永年方程式を解く方法を導入した。この方
法で、逆ハミルトニアンのエネルギー期待値
は、次式のように与えられる。 
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ここで、 wH は、陽電子解を負の領域に移す
エネルギーシフトされたハミルトニアンで
ある。また、 wH  である。その結果、
求めたい電子解が最大の固有値として現れ、
Ritz 変分原理を満足することができる。この
方法は、1電子系に対して Hill らにより導入
された方法だが[N. Hill and C. Krauthauser, 
Phys. Rev. Lett. 72, 2151 (1994).]、我々
はこれを 2 電子系以上の刑にも適用した[H. 
Nakatsuji and H. Nakashima, Phys. Lev. 
Lett. 95, 050407 (2005).]。本研究では、
さらに、共鳴状態を求める方法として開発さ
れてきた複素座標変換法と融合することで、
Brown-Ravenhall-Disease [G. E. Brown and 
D. G. Ravenhall, Proc. R. Soc. 208, 552 
(1951).]と呼ばれる連続状態解の問題にも
対処する方法も提案した。その逆ハミルトニ
アンの複素数エネルギーは、 
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として与えられる。その結果、逆ハミルトニ
ア ン の 性 質 を 残 し た ま ま 、
Brown-Ravenhall-Disease に由来する共鳴状
態としての崩壊幅も見積もることができる。 
(3) 多電子系の波動関数の構築方法の開発 
多電子系におけるディラック方程式の計

算の大きな問題点の 1 つは、1 電子あたり 4
成分波動関数であるためN電子では4N成分の
波動関数となり、とても計算が困難となって
しまうことにある。本研究では、この問題を
解決するために、(1) 逆ハミルトニアンの元
で Small 成分を Order 法で生成する方法と、
(2) 各 cf のスピノールをテンソル積により
表記する方法、を提案した。しかし、現在、
これらの方法は研究途上であり、本研究終了
後も継続して研究を進めている。 
また、多電子系ではパウリ原理に由来する

波動関数の反対称化にも多くの計算量が必
要である。我々は、非相対論シュレーディン
ガー方程式の計算において、行列式ベースの
新たな反対称化手法である Nk 理論を提案し
[H. Nakashima and H. Nakatsuji, J. Chem. 
Phys. 139, 044112 (2013)]、露わな相関項
を含む複雑な波動関数の反対称化計算の高
速化に成功した。また、最近、パウリ・ドグ
マを理論から根本的に解消する新しい反対
称化理論: Inter Exchange (iExg) 理論が、
中辻によって提案された[H. Nakatsuji and H. 
Nakashima, submitted]。反対称化計算は、
相対論においても本質は非相対論シュレー
ディンガー方程式の場合と同じであるため、
本研究では、まずは非相対論の一般分子の計
算手法のアルゴリズムの確立に尽力した。こ

の方法を相対論計算にも具体的に展開する
アルゴリズム・計算プログラムを現在も継続
して開発中である。 
 
４．研究成果 
上記の方法論を検証するため、He 原子等電

子系: Th88+(核電荷:Z=90)のディラック方程
式の計算に適用した。励起状態も精密に求め
るため、自由完員関数理論の初期関数として
以下の関数を用いた。 
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ここで、角度部分は省略して表記している。
表 1に、基底状態の FC法の収束過程を示す。 
 
表 1. 自由完員関数理論による Th88+(基底状
態)のエネルギーの収束過程(エネルギーシ
フト: w=c2) 

 
Ref. [1]: A. Kolakowska, J. D. Talman, and K. Aashamar, 
Phys. Rev. A 53, 168 (1996). 
Ref. [2] G. Pestka, M. Bylicki, and J. Karwowski, J. 
Phys. B 39, 2979 (2006). 
 
表 1 で、II-Energy は、逆ハミルトニアン法
によって求めた固有値そのもの、IR-Energy
は、逆ハミルトニアン法で求めた波動関数に
おけるエネルギー期待値を示している。
II-Energy は、Ritz 型変分原理を満たし、そ
のエネルギーは Exact の上限となる。一方、
IR-Energyは必ずしもRitz型変分原理を満た
さないが、正確なエネルギー値への収束は速
い。 
表 2, 表 3 に、それぞれ第一励起, 第二励

起状態の解の収束過程を示す。励起状態は、
電子が原子核の近傍から離れて存在するた
め、基底状態と比べ相対論効果が小さく表れ
ている。また、基底状態と比べ正確な解への
収束も速い。He 原子等電子系ですら、ディラ
ック方程式の解としての正確な計算の報告
はなく、本研究ではじめて励起状態の精密な
計算にも応用することができた。 
 



表 2. Th88+(第一励起状態)のエネルギーの収
束過程(エネルギーシフト: w=c2) 

 

表 3. Th88+(第二励起状態)のエネルギーの収
束過程(エネルギーシフト: w=c2) 

 

図 1 に、FC 法のオーダー: Order=1,2,3,4
において、従来の Regular ハミルトニアンで
対角化した場合と逆ハミルトニアンを用い
て対角化した場合の固有値分布を示した。
Regular ハミルトニアンを用いると、求めた
い電子状態解付近に非物理的な陽電子解や
連続状態解が現れ、特にオーダーが高い計算
ほどその数は増える。そのままの固有値分布
では、どの解が正しい解かを判別することが
困難である。一方、逆ハミルトニアンの固有
値分布は、電子状態解近傍に非物理的な解は
現れず、Ritz 変分原理を正しく満足している。
オーダーを上げて完員関数の次元が大きく
なっても、非物理的な解は一切現れていない。
このように、逆ハミルトニアン法を用いるこ
とで、ディラック方程式を安定に正しく解く
ことができることを実証した。 
図 2に、逆ハミルトニアンと複素座標変換

法を融合し、複素逆ハミルトニアンを対角化
したときの固有値分布を複素平面状にプロ
ットした。上図は Regular ハミルトニアンを
用いたときの分布、下図は逆ハミルトニアン
を用いたときの分布を示している。Regular
ハミルトニアンの場合、図 1で電子状態解近
傍に見られていた非物理的な解は複素平面
上に θ に依存して回転する。そのため、
Regular ハミルトニアンでも電子状態解をあ
る程度識別することができる。しかし、非物
理的な解との相互作用により、ディラック方
程式の解として安定に波動関数が求められ
ない。一方、逆ハミルトニアン法では、安定
に正しい波動関数が求められ、陽電子解が現

れないため、電子解の真の共鳴状態(例えば 2
電子励起)なども見つけることができる。 

 

図 1. 従来の Regular ハミルトニアンと逆ハ
ミルトニアン法での固有値分布(FC 法のオー
ダー: Order=1,2,3,4) 

 
図 2. 逆ハミルトニアン・複素座標変換法に
お け る 固 有 値 分 布 (Order=2, Mn=166 
(52,57,57)) 
 



このように、自由完員関数理論に基づき正
確な解に収束する完員関数を構築し、逆ハミ
ルトニアン法と複素スケーリング法を利用
することで、安定に正確な解が求められる理
論体系を確立することができた。しかし、逆
ハミルトニアン法を利用するためには、ハミ
ルトニアンの 2乗積分が必要であり、一般原
子・分子ではその積分は困難である。一方、
積分フリーなサンプリング法であるLSE法を
利用すれば、この積分を計算する必要はなく、
問題はない。本研究では、多電子系(一般分
子)の相対論ディラック方程式の計算の前に、
FC-LSE 法による一般分子の非相対論シュレ
ーディンガー方程式の計算アルゴリズムを
研究し、安定に正確な解を得る方法論を開発
した。このアルゴリズムや計算ノウハウは、
相対論ディラック方程式の計算にも同様に
用いることができる。本研究の期間内では、
一般分子のディラック方程式の具体的な計
算結果を得るところまで到達することがで
きなかったが、そのディラック方程式を正確
に解く方法論を固めることができた。今後も
研究を継続し、本研究で構築した方法論を元
に、具体的な一般分子へ応用していきたい。 
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