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研究成果の概要（和文）：楕円曲線とモジュラー形式の双方の計算理論について，保型性による性質の伝搬をヒ
ントとした高速計算理論について，幾つかの成果を得た．楕円曲線側では，主として代数体上の特定の楕円曲線
の族を高速に得るためのアルゴリズムの改良を行ったほか，与えられた導手（conductor）をもつ楕円曲線の逆
引きアルゴリズムの効率化を得た．一方モジュラー形式側では，主として楕円モジュラー形式の高速計算理論の
精密化と，これに伴う Hecke 体の効率的な計算を進めた．また本研究で得られた成果・実装を援用し，楕円曲
線暗号（ペアリング暗号）の研究においても成果を与えた．

研究成果の概要（英文）：According to this research project, we provided some fast implementation to 
compute several family of elliptic curves over algebraic number field, and elliptic modular forms 
with associated Hecke algebra. More precisely, we achieved to get two efficient algorithm: (i) 
Searching all elliptic curves having everywhere good reduction with given conductor, and (ii) 
Calculating maximal orders of Hecke algebra with prescribed ramification of primes over the rational
 field. In addition, using several refinements by this project, we get an implementation of pairings
 (from elliptic curves) at the high security bit levels.

研究分野： 計算機数論
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１．研究開始当初の背景 
 
 保型性（modularity）とは、現代数論の中
で特に重要な研究対象とされている、次の 2
つを結びつける性質のことである。歴史的に
はまず有理数体上の場合で定式化された。 
・楕円曲線（elliptic curve）：有理数体上の 3
次曲線で、特異点をもたないもの。 
・モジュラー形式（modular forms）：複素上
半平面上の正則関数で、特別な変換を保つも
の。 
とくに有理数体上の保型性を予想した「谷山
-志村予想」は非常に有名であり、Wiles によ
る Fermat 予想の解決を皮切りに2000年代
に入って証明がなされた。その後も Serre 
予想や佐藤-Tate 予想といった難予想が次々
と解決をみた。近年においてはこれらの一般
化が重要視されており、数多くの部分的な結
果が得られつつある。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究では主として、ある代数体上の保型
性に関して、計算機数論の観点から考察を行
うことを目的とした。とくに計算機を援用す
ることで、明示的なデータを基に楕円曲線と
モジュラー形式、および付随する数論的対象
物の性質を明らかにできるのではないかと
考えた。また得られたデータは数論統合デー
タベース LMFDB を始めとする、オープン
なフォーマットで公開し、広く利用してもら
うことを目指した。 
 
３．研究の方法 
 
具体的な部分問題を設定して研究を進める。
具体的には以下の通り進めた： 
【楕円曲線】総実でない基礎体上良い還元を
もつ楕円曲線の決定を行う効率的なアルゴ
リズムの開発とその実装に取り組んだ。例え
ば、コホモロジー的定義が計算のボトルネッ
クとなっている虚二次体上のモジュラー形
式について、楕円曲線側のデータベースを充
実させることで幅広く調べた。また従来から
申請者によって得られている有理点探索ア
ルゴリズムのさらなる改良を行った。 
【モジュラー形式】Edixhoven-Couveignes 
らによる楕円モジュラー形式の高速計算理
論に関して、より効果的な実装の実現可能性
について考察した。また、楕円モジュラー形
式に付随して、固有形式から定まる Hecke 
体と素数の分岐に関する膨大なデータを収
集し、前田予想の検証に取り組んだ（その際、
楕円曲線側の還元の様子を重要なヒントと
して用いる）。ここではボトルネックとなる
整環（maximal order）の高速計算も部分問
題として設定されており、数式処理の範疇で
高速・効率化を試みた。 
 本研究では、具体的に基礎体を指定し、申
請者によって得られたアルゴリズムを改

良・最適化することにより、短期間でも新規
なデータを得られるようにしている。先行研
究においては汎用アルゴリズムの開発に重
点が置かれており、利用範囲が高く有用であ
るが、計算効率の観点から特定の予想の解決
に向けたアルゴリズムの開発には利用でき
なかった。本研究ではあえてこの部分に力を
注ぎ、特別な代数体上の保型性を保証するデ
ータを数多く収集する。そして、この成果を
広く発信することによって、計算機数論の専
門・非専門に関わらず、協力して保型性の解
明を進めていくことができると考える。 
 
４．研究成果 
 
【楕円曲線】数論統合データベース LMFDB 
に対して、代数体上至る所良い還元をもつ楕
円曲線の最新のデータを提供した。これは 
ecegr パッケージとして既に GitHub 上で
公開されており、LMFDB への組み込み作業中
である。また追加データとして、悪還元をあ
る程度許容した特別な楕円曲線のデータベ
ース化を進めており、一部を同じく LMFDB 
へ提供した。 
 この一連の研究成果の一部は、2017 年に計
算代数システム Magma が正式に内部関数と
して採用した EllipticCurveSearch の改良
に用いられている。また一部の高速実装は、
外部委託共同研究（楕円曲線暗号・ペアリン
グ暗号）において援用された（共同研究契約
のルール上詳細は割愛する）。 
【モジュラー形式】楕円モジュラー形式の高
速計算に用いられるいくつかのサブルーチ
ンの効率化を行った。これらの成果は 2017
年に開催された「第 25 回整数論サマースク
ール」において公開した他、現在も整備を進
めている。とくに Frobenius 元の特定アル
ゴリズムについては、本質的に多変数多項式
の終結式の高速計算に帰着されるため、従来
申請者によって得られた実装を更に改良し
て適用した。 
 また前田予想に関しては、当初の最終目標
であった証明の達成には及ばなかったが、整
環計算のボトルネック解消に向けていくつ
かの手法を得た。これについては 2018 年度
以降も継続して行う予定である。 
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