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研究成果の概要（和文）：本研究では, 対角的な定義方程式を持つ代数多様体の不分岐コホモロジーについて考
察し, Brauer 群（2次不分岐コホモロジー）について, 次の結果を得ることができた。
1. アフィン対角的2次曲面について, 3つの係数をパラメーターとしてもつような族を考えたときに, 統一的生
成元, すなわち, 個々のアフィン対角的2次曲面の Brauer 群の生成元を与えるような, 代数的にパラメトライ
ズされた生成元の明示公式, が存在しないことを示した。
2. 対角的3次曲線の特別な場合である3次フェルマー曲線の Brauer 群について, その3-ねじれ部分群の生成元
の明示的な表示を求めた。

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied unramified cohomology of varieties defined by 
diagonal equations. In particular, for the second unramified cohomology, that is, the Brauer group, 
we obtained the following results.
1. We found that there does not exist a uniform generator of the Brauer group for a general 
3-parametrized family of affine diagonal quadrics.
2. For Fermat curves of degree three, a particular case of diagonal cubic curves, we found an 
explicit symbolic generator of the 3-torsion part of their Brauer groups.

研究分野：代数学
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１．研究開始当初の背景 
 Brauer 群は, 古典的には体に対して定義
された不変量であって, 例えば, 代数的整
数論における一つの成果である類体論の証
明において重要な役割を果たした。 
Grothendieck により, 代数多様体に対する
不変量として拡張された Brauer 群は, そ
の後の研究において, 多様体の幾何的な, 
あるいは, 整数論的な性質を反映する不変
量であることが明らかにされてきた。例えば, 
Manin により, 代数体上の代数多様体の有
理点やゼロサイクルの存在に関する局所大
域 原 理 の 反 例 構 成 の 手 段 と し て の 
Brauer-Manin ペアリングが構成された
([3])。 また, 代数多様体の有理性問題に関
連して, Artin-Munford による非有理かつ単
有理な3次元多様体の構成にも Brauer 群が
用いられている。 
対角的な代数方程式は数論的に興味ある
対象であって, その方程式で定義される多
様体の Brauer 群についても, 多くの先行
研究がある。例えば, 対角的 3次曲面は, 対
角的な 4変数 3次形式から定まる代数曲面で
ある。Manin は 1 つの係数を除いて, 係数が
すべて 1であるような対角的 3次曲面につい
て, その Brauer 群の構造と, Milnor K-群
に由来する明示的な生成元を明らかにした
([4])。Colliot-Thélène--Kanevsky--Sansuc
は代数体上の対角的3次曲面の局所大域原理
を Brauer-Manin ペアリングを用いて考察し, 
また, 多くの研究者によって, Brauer群の明
示的な生成元を用いた局所体上の対角的3次
曲面のゼロサイクルの計算が行われている。 
報告者も先行研究において, 係数の変化に
応じて, 対角的 3次曲面の生成元が統一的に
取れるかどうかという問題を考察した([5])。
また, 対角的 3次曲面や 2次曲面では観察さ
れない, 超越的 Brauer 群の対角的4次曲面
における計算とその Brauer-Manin 障害へ
の応用も近年になってなされている。 
また, 代数多様体の有理性問題に関連し
て, Colliot-Thélène—Ojanguren([1]) によ
って, 不分岐コホモロジー群が導入された。 
Brauer 群は不分岐コホモロジー群としてみ
れば, 2 次の不分岐コホモロジーに対応する
ものであって, より高次の不分岐コホモロ
ジー群を含めて, 解析することができれば, 
多様体に対して, より精密な情報を得るこ
とができると考えられる。しかし, 対角的曲
面に対する高次の不分岐コホモロジーの計
算は十分には行われていない状況にあった。
また,  Brauer 群を用いた多様体の数論的
研究において, 重要な役割を果たした 
Brauer-Manin ペアリングを, 高次の不分岐
コホモロジーに対して定式化し, それを用
いて新たな, とくに高次元の数論的体上の
多様体についての知見を得ることができな
いか, ということにも報告者は関心を持っ
ていた。 
 

２．研究の目的 
（１）対角的な定義式をもつ代数曲面を中心
として, Brauer 群や高次の不分岐コホモロ
ジーの定量的な計算や, 生成元の明示的な
表示を求めることを行う。 
 
（２) Brauer-Manin ペアリングの不分岐コ
ホモロジーに対する一般化を試みること。 
 
（３）（１）や（２）の成果に基づいて, 高
次元の数論的体上の多様体の有理点の局所
大域原理, 代数的サイクルの計算などにつ
いて, 新たな知見を得ること。 
 
３．研究の方法 
（１）対角的 3 次曲面の Brauer 群に対する
先行研究に倣い, スペクトル系列を用いて,
高次のエタールコホモロジーの構造を, 
Picard 群などの低次のコホモロジーへのガ
ロア群の作用を通して計算し, さらに, エ
タールコホモロジーと不分岐コホモロジー
の間の射の核や余核の構造を調べることで, 
不分岐コホモロジーの構造を調べる。 
また, 具体的に関数体のコホモロジーの
元を持ってきて, その不分岐性を調べるこ
とで, 不分岐コホモロジーの元を構成する
ことも行う。 
 
（２）Brauer 群の場合におけるペアリングと
の比較を通して, ペアリングの構成が可能
かを調べ, その性質を考察する。 
 
（３）（１）における対角的曲面に対する明
示的な計算結果に, （２）のペアリングを適
用して, 局所大域原理の具体的な反例構成
や, 代数的サイクルに関する具体的な計算
結果を与える。 
 
４．研究成果 
（１）Brauer 群や不分岐コホモロジーの計
算に関して： 
① 3次元アフィン空間内の対角的2次曲面に
対して, 定義方程式にある3つの係数をパラ
メーターとして, 対角的 2次曲面の族を考え
た際に, その族の各々の 対角的 2 次曲面の
Brauer 群の生成元がどのようにふるまうか
ということを調べた。 
この結果についてより正確に述べるため
に, 「統一的生成元」の概念([5])について, 
簡単に説明する。いくつかのパラメーターを
もつ多様体の族に対して, その族の生成フ
ァイバーの Brauer 群を考えることができ
る。その生成ファイバーの Brauer 群の元に
対し, その多様体の族の各々の多様体の 
Brauer 群の元を対応させる「特殊化」と呼
ばれる操作が定義される。その族の Brauer 
群の統一的生成元とは, 各々の多様体に特
殊化したときに, その各々の多様体の
Brauer 群の生成元を与えるような生成ファ
イバーの Brauer 群の元(の組)のことをい



う。 
本研究における主結果は, 3 つの係数をパ
ラメーターとするアフィン対角的2次曲面の
族を考えたときに, 上に述べた意味での統
一的生成元が存在しない, というものであ
る。有理点が存在する 2次曲面に対しては, 
その有理点を用いて, 個々にその Brauer 
群の明示的な生成元を与えることが可能で
あることが知られていた([2])が, そういっ
た操作を統一的に行うことはできないとい
うことを示した結果といえる。このような統
一的生成元の非存在は, 対角的 3次曲面に対
する先行研究([5])においても見出されてい
たものであるが, 対角的 2次曲面のような他
の多様体のクラスに対しても観察されると
いうことを見出した点, また, 先行研究に
おける証明の記述を, コホモロジーのカッ
プ積を用いることによって, 大幅に整理す
ることができたという点においても, 重要
性をもつものといえる。 
この成果については, 査読付きの学術論
文誌に掲載された(５.〔雑誌論文〕②)。 
 
② 対角的 3 次曲面の 3 次不分岐コホモロジ
ーについては, スペクトル系列を詳細に記
述し, その構造を調べることを試みたが, 3
次以上の場合に, エタールコホモロジーを
とらえること, また, 不分岐コホモロジー
との差になる核や余核の構造を具体的に求
めることができなかった。カップ積を用いて,
関数体のコホモロジーの元を書き下し, 具
体的に不分岐な元を構成する方向の研究に
おいては, 不分岐な元の例を実際に構成す
ることはできたが, それが非自明な元かど
うかが分からず, まとまった成果を得るこ
とはできなかった。 
研究の過程で, 多様体として曲面に限定
せず, 3 次形式全体についても考察する必要
性を感じ, 対角的 3次曲線の Brauer 群につ
いても研究を行った。そのなかで, 対角的 3
次曲線のうち, すべての係数が1であるよう
な3次フェルマー曲線の Brauer 群について, 
その 3-ねじれ部分群の生成元を Milnor K-
群に由来するシンボルによって, 明示的に
表すという結果を得ることができた。 
ところで, 対角的 3次曲面のうち, 2つの係
数パラメーターが1であるようなものについ
ては, その群構造と明示的な生成元が 
Manin により求められていた([4])。また, 
このような対角的 3次曲面は 3次フェルマー
曲線を閉部分多様体として含んでいるので, 
対角的 3次曲面の Brauer 群の元を制限する
ことで, 3 次フェルマー曲線の Brauer 群の
元が定まる。今回の結果の帰結として, 3 次
フェルマー曲線の Brauer 群の 3-ねじれ元
は, すべてこのクラスの対角的 3 次曲面の 
Brauer 群に由来するものであることが観察
できた。一般にどのような状況であるかは, 
今後の研究を俟たねばならないが, 次元の
異なる対角的な多様体の間の関係性を一つ

提示できたと考えている。この研究成果につ
いては, より一般の対角的3次曲線の場合に
ついてもさらに研究を進めて, 論文として
まとめる予定である。 
 
（２）Brauer-Manin ペアリングの一般化と
その応用に関して： 
Brauer 群と異なり, 関数体の高次のコホモ
ロジーの元は不分岐性から多様体由来の元
であることが導かれないため, 有理点と不
分岐コホモロジーとのペアリングを構成す
ることはできなかった。ゼロサイクルとのペ
アリングについても議論を深めることがで
きず, それを用いた整数論的な応用も含め, 
今後の研究における課題として残された。 
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