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研究成果の概要（和文）：報告者は, アレクサンドロフ空間の構造を, 空間の収束理論を通じて調べてきた. こ
の場合の収束は, 崩壊と非崩壊の場合があり, どちらも考察すべき現象である. 
今回の研究で得られた成果として, 非崩壊収束の場合のアレクサンドロフ空間のリプシッツ・ホモトピー性質の
安定性や崩壊する3次元境界付きアレクサンドロフ空間の位相構造の解明が挙げられる. 前者について一連の論
文を作成し満足のいく結果が得られた. 後者は現在進行中の案件である. 
また, 距離カレントは距離空間に対して定義され, そのホモロジーと距離空間の位相について調べた. 距離カレ
ントの理論のアレクサンドロフ空間の幾何への応用も得た.

研究成果の概要（英文）：We were going to study topological/geometric structures of Alexandrov spaces
 via phenomena of convergence of spaces. Here, convergences are divided into two cases called 
collapsing and non-collapsing, which are important. 
In our study, we obtained a kind of stability of Lipschitz homotopy structure of Alexandrov space in
 non-collapsing case, and classified the topology of collapsing 3-dimensional Alexandrov spaces with
 boundary. We have put the former results together in several papers. The latter is on going. 

研究分野： アレクサンドロフ空間の幾何学

キーワード： アレクサンドロフ空間　グロモフ・ハウスドルフ収束　崩壊理論　距離カレント

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
曲率が下に有界なリーマン多様体の構造を調べる際に, アレクサンドロフ空間という対象が自然に現れます. ア
レクサンドロフ空間の適切なモジュライ(空間を要素とする空間)は, グロモフ・ハウスドロフ収束の観点からコ
ンパクトです. コンパクト性は収束列が沢山存在する事を保証します. 我々はアレクサンドロフ空間の収束現象
からアレクサンドロフ空間の構造を解明する事に従事しました. 研究成果で述べた事から, アレクサンドロフ空
間について, 少しずつですが, その構造を理解する事ができてきています. これらは非常に興味深く今後とも継
続してやるべき研究であると考えています. 
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１．研究開始当初の背景 
 
 曲率が下に有界な完備リーマン多様体の構造を調べるために, それらの列の極限を考察する
方法が有効である. そのとき, 極限として得られた空間は, 一般に多様体でなく, 「曲率が下に
有界」という概念を持った距離空間となる. 一般に, 曲率が下に有界な距離空間をアレクサン
ドロフ空間と呼び, 報告者は, これについて調べている.  
 まず, アレクサンドロフ空間の適切なモジュライ空間は, 上記の空間列の収束の位相(グルモ
フ・ハウスドルフ位相)についてプレコンパクトである事が知られており, アレクサンドロフ空
間の極限は再びアレクサンドロフ空間になる事が知られている. アレクサンドロフ空間の収束
は, 崩壊とそうでないもの(非崩壊)に分けられるが, どちらも重要な考察すべき現象である.  
距離空間上のカレント(距離カレント)の概念が, 2000 年に Ambrosio と Kirchheim によ

って導入された. 報告者は, 距離カレントのホモロジーを考え, アレクサンドロフ空間の幾何
学へと応用を考えようとした.  
 
２．研究の目的 
 
 アレクサンドロフ空間の崩壊・非崩壊に関する位相的・幾何的な結果を得る. 具体的には, 崩
壊する境界付き 3 次元アレクサンドロフ空間の位相構造の決定する. また, (一般次元の)アレク
サンドロフ空間の非崩壊収束に関するある種の距離構造の安定性を考える.  
 距離カレントの理論のアレクサンドロフ空間の幾何への応用を考える.  
 
 
３．研究の方法 
 
 各アレクサンドロフ空間は, 各パーツがリプシッツ可縮であるような「良い被覆」を持つ事
が報告者と共同研究者によって知られていた. これを基本事項とし, 非崩壊収束における良い
被覆の安定性を調べる. また, 境界の無い崩壊する 3次元アレクサンドロフ空間の崩壊理論を, 
崩壊する境界付き 3次元アレクサンドロフ空間の構造を調べる方法に拡張する.  
 
 
４．研究成果 
 
 アレクサンドロフ空間の「良い被覆」と呼ばれるものに対する非崩壊収束の下での安定性に
ついて結果を得た. ここで, 距離空間の相対コンパクトな開集合からなる被覆が, 良い被覆と
は, その被覆の各開集合は, リプシッツ可縮かつ錘に位相同型で, 開集合同士の有限個の交わ
りもその性質を持つときを言う. まず, 報告者と共同研究者によって, 各アレクサンドロフ空
間は良い被覆を持つ事が知られていた. 今回得られた結果は, 「非崩壊収束の極限 Xに良い被
覆を与えたとき, 極限に十分近いアレクサンドロフ空間 Yに良い被覆が構成できる」というも
のである. これを以って「良い被覆の安定性」という. ここで, 本当に Y上に良い被覆が構築
可能かどうかという点が論点であった. そのために, ペレルマンのモース理論の亜種を開発し, 
その点を解決した. また, 一般の距離空間が良い被覆を持つとき, その被覆の脈複体と元の距
離空間がリプシッツ・ホモトピー同値である事を証明した. これと上記の安定性を合わせて, 
非崩壊のアレクサンドロフ空間のコンパクトなモジュライに対するリプシッツ・ホモトピー類
の有限性を得ることができた.  
 アレクサンドロフ空間に「鈍角定数」なる量を定義した. しばらく空間はコンパクトとする.
ことの発端として, GroveとPetersen による仕事があった. それは, 適切に曲率下限などを一
様に持つリーマン多様体に対し, 「多様体の中の二点が十分に近ければ, 片方の点からみた距
離関数がもう片方の点において正則, という事がどちらかの点において成り立つ」という主張
を含んでいる. ただし, 本来は, 二点の近さと正則性の大きさのパラメータを用意して定式化
され, このパラメータが空間に依らないという事が大事である. この主張のアレクサンドロフ
空間版は, 容易に得られるのだが, 更に我々は「正則」という部分を「遠くの点からみて角度
が鈍角に開いている」という言及に置き換え, 証明した. 「遠さ」の部分を空間の半径(直径の
亜種)の半分に固定し, 二点の近さについて極限を取ったときの角度の鈍角具合(正則性の大き
さ)を測ったものが, 我々の鈍角定数である. この概念について, 得られた結果は「アレクサン
ドロフ空間の非崩壊のモジュライにおいて鈍角定数は一様」というものである. これもまた一
種の距離構造の安定性と言える. 更に「崩壊を許すとき, 鈍角定数が零に収束する事と, 空間
の正規化体積が零に収束する事は同値」という事も得た. 更に我々はこれらの主張の非コンパ
クトアレクサンドロフ空間版も得た.また, いくつかの鈍角定数の亜種に関する剛性定理も得
た.  
 距離カレントのホモロジーと整係数特異ホモロジーは, 局所リプシッツ可縮であるような距
離空間において同型である事が報告者によって知られていた. 一方, アレクサンドロフ空間は
局所リプシッツ可縮である事が報告者と共同研究者によって知られていたので, アレクサンド
ロフ空間においては(ホモロジーを通じて), 距離カレントという幾何学的対象と特異チェイン



という位相的対象を行き来する事ができる. 更に報告者は, アレクサンドロフ空間に個々に定
義されていた向き付けの概念をより統一的に理解するべく, あらゆる妥当な向き付け概念の同
値性を証明した. 特に境界のないコンパクトで向き付け可能なアレクサンドロフ空間は, 通常
通りの基本類を持つ事が分かる. よって, 距離カレントに対応物がある. 報告者は, 距離カレ
ントの mass と特異チェインの mass の間の不等式を示し, それと Ambrosio と Katz の仕事
と合わせ, 「アレクサンドロフ空間に対するフィリング不等式」を証明した.  
 崩壊する境界付き 3次元アレクサンドロフ空間の位相構造を共同研究者とともに調べている. 
境界のない場合は, 以前に解決済みである. 境界がある場合は, 空間の二つのコピーをそれら
の境界に沿って貼り合わせることによってできる空間(ダブルという)の収束について調べるの
が肝心である. ダブルは再びアレクサンドロフ空間になる事がペレルマンによってしられてい
る. 特に, 我々は, ダブルに自然に作用する対合に関して同変な理論を構築する必要があった. 
境界のないときに重要な道具だったフロー定理を対合同変な形に拡張した. この研究は現在進
行中である.  
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