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研究成果の概要（和文）：４次元空間内の曲面結び目について、特に曲面結び目の分岐被覆の形をしている「分
岐被覆曲面結び目」(曲面結び目上の２次元ブレイド)について研究した。分岐被覆曲面結び目があるとき、それ
にチャートループ付き1-ハンドルを加えるという操作によって、ある「単純化」を考えることができ、「単純化
数」という不変量が定義されることを示した。さらに単純化数について、上からの評価についての研究結果をい
くつか得た。

研究成果の概要（英文）：I studied surface-knots in a 4-dimensional space, in particular “branched 
covering surface-knots” (2-dimensional braids over a surface-knot). I showed that a branched 
covering surface-knot can be deformed to a “simplified form” by an addition of 1-handles with 
chart loops, and I defined an invariant called the simplifying number. Further I obtained several 
upper bounds of simplifying numbers. 

研究分野：位相幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
新しい不変量である「単純化数」を導入し、上からの評価という点において、その性質をいくらか明らかにする
ことができた。また、分岐被覆曲面結び目は曲面図式上に描かれるある種のグラフ「曲面図式上のチャート」で
表されるが、単純化数の評価を得る過程において、「チャート付き曲面図式」の変形方法を発展させることがで
きた。この変形方法の発展により、分岐被覆曲面結び目の図式を用いた扱いにおいて、従来より複雑な変形を用
いる研究が可能になった。



様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通）	
１.	研究開始当初の背景	
曲面結び目とは、４次元空間内に埋め込まれた閉曲面のことである。分岐被覆曲面結び目は、
底をなしている曲面結び目上に描かれるある種の有限グラフ「チャート」で表される。	
研究開始当初は、分岐被覆曲面結び目（曲面結び目上の２次元ブレイド）の図式を用いた表示
方法「曲面図式上のチャート表示」と、その同値変形である「チャート付き曲面図式のローズ
マンムーブ」という、曲面図式のローズマンムーブの拡張になっている局所変形を報告者が導
入したところで、「曲面図式上のチャート表示」を用いた図式の変形に関する研究は進んでい
なかった。	

	

２．研究の目的	

４次元空間内に標準的に埋め込まれたトーラスの被覆の形をしている「トーラス被覆結び目」と、

その拡張である「曲面結び目上の２次元ブレイド」について、これらの曲面結び目を図式を用い

て研究したり、その不変量、具体的には特に結び目群やカンドルコサイクル不変量などの性質を

明らかにし、さらには２次元ブレイドの概念の拡張や、曲面結び目の新しい研究手法を模索する

ことが本研究の目的であった。		

	

３.	研究の方法	
「曲面図式上のチャート表示」を用いた「曲面結び目上の２次元ブレイド」を表示方法、及び
それの同値な局所変形「チャート付き曲面図式のローズマンムーブ」を用いて、「曲面結び目
上の２次元ブレイド」の性質を研究した。また、結び目群の表示やカンドルコサイクル不変量
などを用いて、トーラス被覆結び目や曲面結び目上の２次元ブレイドの不変量の表示を求めよ
うとした。	
	
４．研究成果	
結び目群やカンドルコサイクル不変量についての成果は挙げられなかったが、図式を用いた研
究について以下の結果を得た。	

用語の問題としては、「曲面結び目上の２次元ブレイド」は境界を持たないが、通常の２次元ブ

レイドは境界を持つため、「曲面結び目上の２次元ブレイド」を「分岐被覆曲面結び目」に変更

することにした。		

分岐被覆曲面結び目は、曲面結び目上に描かれるグラフ「チャート」で表される。分岐被覆曲面

結び目があるとき、それにチャートループ付き1-ハンドルをいくつか付加する操作を行うと、1-

ハンドル上のチャートループと、両端点が1価頂点(黒い頂点)である辺「フリー・エッジ」以外

のチャートを消去して、チャートを「単純な」形に変形することができることを示した。	

この「単純化」に必要な1-ハンドルの数の最小値として「単純化数」という不変量を定義し、単

純化数の上からの評価を得た。さらに、この結果を基にして「単純化数」およびそれと類似の方

法で定義される「弱い意味での単純化数」の評価の研究を進め、以下の３点について研究結果を

得た。	

(1)	分岐被覆曲面結び目の単純化について、「単純化数」と「弱い意味での単純化数」の新しい

上からの評価をいくつか与え、最初の結果よりもさらに進んだ「単純化の形」に変形できること

を示した.チャートの同値変形C-ムーブの中で、白い頂点が４個関わっているCI-M4ムーブと呼ば

れる変形を用いることがキーとなった。		

(2)	分岐被覆曲面結び目はブランチ点を持たない場合もあるが、分岐被覆曲面結び目が実際ブ

ランチ点を持つ場合、言い換えれば分岐被覆曲面結び目を表す	チャートが黒い頂点を持つとい

う、特別な場合について考察し、単純化数の上からの評価を与えた。黒い頂点をもつことにより、

(1)よりよい評価を得ることができ、証明もより簡潔になった。		

(3)	次数が３の分岐被覆曲面結び目の単純化数は３未満であることを示した。さらに、次数が３

でチャートが黒い頂点を持つ場合、つまり分岐被覆がブランチ点を持つ場合、単純化数は１以下

であることを示した。次数が３の場合、チャートは４価頂点である交差点を持たないことを利用

して、1-ハンドルを用いた変形方法を発展させることで示すことができた。		

また、トーラス被覆結び目や２次元ブレイドは１次元の結び目やブレイドの時間変化を表すと考

えることができるが、それと関連する対象として、部分的マッチングというある種のグラフにつ

いて、それの格子上の表示方法を提案し、部分的マッチングが２つあったとき、それらを結ぶ変

形方法の面積という概念を導入して、その変形方法の面積が最小になる場合について考察した。	
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