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研究成果の概要（和文）：　微分式系の幾何学とは多様体上の接空間の部分束の幾何学であり、微分式系を包括
するより一般的な理論として、外微分式系の理論がある。それらの理論は微分方程式を幾何学的に扱う理論であ
り、特に複雑な現象を記述する非線形微分方程式に対しても有用である。本研究では、上記の微分式系、外微分
式系の理論を用いて、古典的な理論を多未知関数、高階偏微分方程式に応用する視点からの研究を行い、基本
的、根本的な性質を明らかにした。

研究成果の概要（英文）： A subbundle of the tangent bundle on a manifold is called a differential 
system. 
The theory of differential systems is known as a method to study partial differential equations, 
geometrically. Moreover, the theory of exterior differential systems which is a generalization of 
differential systems is also useful for the geometrical study of partial differential equations. On 
the other hands, partial differential equations are used to describe natural phenomena, therefore to
 study partial differential equations is important. In this situation, we apply the theory of 
differential systems and exterior differential systems to partial differential equations, 
especially, higher order or multi unknown functions partial differential equations. we clarify basic
 and fundamental properties for the equations.

研究分野： 微分方程式の幾何学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
微分方程式は自然現象、社会現象を科学的に記述、研究するために極めて重要な研究対象であり、また、個別の
微分方程式ではなく、統一的に微分方程式を扱い、その共通の性質を明らかにすることは意義の有ることであ
る。一方で、微分方程式の持つ幾何学的性質を明らかにすること、また逆に幾何学的に重要な性質を持つ対象を
微分方程式から構成することは微分幾何学の視点からも意義のあることである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
微分式系の幾何学の理論は微分方程式を幾何学的に扱おうとする立場で Cartan, Engel, 

Goursat, Lie, Monge, Darboux らによって研究されてきた。今日においても微分方程式(特に非
線形)を扱う理論としては最高のもののひとつである。微分式系の幾何学とは多様体上の接空間
の部分束の幾何学である。そのなかで微分方程式は正準微分式系付きのジェット空間の部分多
様体(一般には variety)として捉えられ、そのとき解は積分多様体として現れる。また田中理論
においてはジェット空間の正準微分式系に付随する冪零階別リー環の部分環として微分方程式
は捉えられる。また、微分式系の一般化である外微分式系の理論(多様体上の微分形式全体の成
す代数内で外微分による作用で閉じたイデアルの理論)を用いると、微分式系では捉えられない
微分方程式を幾何学的に定式化することが可能となる。特に 2 階 1 未知関数の微分方程式は古
典的な理論として、広く多く研究がなされてきているが近年においては、応用の観点からも古典
的な理論の高階化や多未知関数化が求められていた。 
 
２．研究の目的 
研究背景を踏まえて、微分式系、外微分式系の理論、田中理論を用いて微分方程式の 

幾何学的構造の研究を次のように行うことを研究目的とする。 
・2 独立変数 1 未知関数の偏微分方程式に限らず、より一般の微分方程式に対して、基本的な性
質を微分式系の一般論の視点から統一的、幾何学的に研究し明らかにする。さらに、上記の一般
論を踏まえて、偏微分方程式の(高階の)接触同値の下での分類問題の研究や、微分方程式の解の
求積法の確立、高階偏微分方程式の幾何学的性質の研究、さらに広く微分幾何学一般への応用を
与える事を研究目的とする。 
 
３．研究の方法 
 偏微分方程式に対して、構造方程式、派生系、表象代数、コーシー特性系、モンジュ特性系な
ど微分式系、外微分式系の理論における不変量を用いて研究を行った。特にモンジュアンペール
方程式の一般化の研究に対しては、微分方程式の立場から見ると、変数変換の一種であり、幾何
学の立場から見ると、対称性を表す接触変換の視点からの研究を行った。 
 
４．研究成果 
2 独立変数 1未知関数 2階偏微分方程式は双曲型、放物型、楕円型に分類され、モンジュ特性

系等の不変量が解の構成等(ダルブー可積分、特性系の解法)に関して重要な役割を果たしてお
り、方程式ごとにそれらの不変量を調べることは重要な問題である。正規系等の特定の形をした
偏微分方程式に対してはモンジュ特性系は具体的に書き表すこと(表現公式)が出来、可積分性
を計算により判別できることが知られていたが、一般に対する表現公式は知られていなかった。 
そのような中、一般に与えられた偏微分方程式に対するモンジュ特性系の表現公式を与えるこ
とに成功した。また、モンジュ特性系以外のいくつかの不変量に対する表現公式も得られた。 
次に 2 独立変数 1未知関数 2 階偏微分方程式である双曲型 f-Gordon 方程式について研究を行

った。f-Gordon 方程式は波動方程式、リュービル方程式、Sine-Gordon 方程式、Klein-Gordon 方
程式などの数学的にも物理的にも重要な方程式を例として含むクラスである。 
一般に双曲型 2 独立変数 1 未知関数 2 階偏微分方程式にはモンジュ特性系と呼ばれる接触変換
で不変な部分束が二つ定義される。モンジュ特性系がある条件を満たすときに元の微分方程式
はダルブー可積分であると言われ、その場合には滑らかな解がの構成法が知られている(重ね合
わせの原理)。それに対し、双曲型 f-Gordon 方程式のモンジュ特性系の構造を明らかにして、そ
れによりダルブー可積分である双曲型 f-Gordon 方程式を完全に決定した。また接触変換(変数
変換)の下での標準形も決定することが出来た。すなわち、ダルブー可積分である双曲型 f-
Gordon 方程式は接触変換で波動方程式、リュービル方程式に標準化されるものに限る、ことを
明らかにした。 
さらに接触変換(正準微分式系付き 2jet 空間の間の同型写像)の観点からの研究を行った。古

典的な 1 階偏微分方程式の明示的な接触変換を拡張する形で高階の接触変換はジェット空間の
正準微分式系を保存する変換として幾何学的に定式化されているが、その明示的な表示は知ら
れていなかった。それに対し、n変数 1未知関数 2階のジェット空間に対しその接触変換の明示
的な表示に成功した。これは応用として変数変換を行い偏微分方程式を具体的に簡略化する、と
いう視点から見ても非常に重要な結果である。また、明示的な表示が得られたことによりルジャ
ンドル変換、初等型変換の一般形に当たる接触変換のクラスを見つけることにも成功した。さら
にこの結果の応用も行った。2 独立変数モンジュ-アンペール方程式は接触変換の下で不変であ
ることが知られていたが、適当な条件下では接触変換で不変な方程式はモンジュ-アンペール方
程式に限る事を示した。また一般化された n独立変数モンジュ-アンペール方程式も 2階の接触
変換で不変であることも明らかにした。さらに微分方程式に対する既約性の概念を定式化し正
則性と既約性の対応関係も明らかにした。 
次に外微分式系の観点からの研究も行った。外微分式系(多様体上の微分形式全体の成す代数

内で外微分による作用で閉じたイデアル)の理論は微分式系の理論で扱えない範疇の微分方程式、
特に非線形偏微分方程式を扱うことが出来る理論として優れている。この理論を数学的のみな
らず応用上も重要であるモンジュアンペール方程式に応用した。古典的な 2 階 2 独立変数 1 未



知関数のモンジュアンペール方程式の外微分式系を用いた定式化、多変数化は以前から知られ
ているが、これに対し、接触変換の視点からモンジュアンペール方程式は"ある行列の小行列の
和の形で表される偏微分方程式"であることに着目し、それにより幾何学の立場から統一的に一
般化(高階化、多未知関数化、連立化)することに成功した。 
また、多未知関数の偏微分方程式の研究も行った。特に 2 独立変数 2 未知関数 1 階決定系連

立偏微分方程式の型の分類問題の研究を行った。2独立変数 1未知関数 2階単独偏微分方程式の
研究に代表されるように 1 未知関数の偏微分方程式の幾何学的分類問題は、19 世紀からダルブ
ー、カルタンらにより研究されてきているなど、広く研究が行われてきている。上記でも述べた
ように、2 独立変数 1 未知関数 2 階単独偏微分方程式は大まかに判別式により双曲型、放物型、
楕円型に分類され、この型の分類は接触変換による同値関係の下での分類(田中理論における表
象代数と呼ばれる冪零階別リー環の同型類による分類)と一致していることが知られている。一
方で、多未知関数の偏微分方程式の幾何学的は、個別の微分方程式に対するアプローチはあるも
のの、未開拓な部分が多い。そのような中、2独立変数 2未知関数 1階決定系連立偏微分方程式
の型の分類問題に対し、正則性の仮定の下において、接触変換の下では 5つの型、独立条件を保
存する接触変換の下では 6つの型に分類されることを示した。さらに、判別式を定義することに
より、与えられた偏微分方程式が、どの型になるかの判定法も与え、また各型に対して表象代数
の標準基底の具体的な表示を与えることに成功した。この表示は微分方程式の可積分条件の具
体的な表示を与えることになっており、解の求積論を構築するための基盤となる情報となり、今
後の研究の発展が期待されるものである。 
最後に微分式系の理論の応用として行ったフィンスラー幾何学の研究について述べる。フィ

ンスラー幾何学はユークリッド幾何学、リーマン幾何学の一般化で、各点の接空間にノルムが与
えられた空間を研究する分野であり、応用上も、流れのある空間の中での運動を記述する為には
不可欠な概念であり、また変分問題の視点からも重要な研究分野である。特に曲率 1のフィンス
ラー曲面を研究行った。リーマン幾何学においては曲率 1の曲面は球面に限るが、フィンスラー
曲面ではその限りではない。しかし、球面以外の曲率 1のフィンスラー曲面は具体的な例がほと
んど知られていない。そのような中、リーマン幾何学における正曲率 Zoll 回転面と曲率 1のフ
ィンスラー曲面との間の関係性を明示的に記述することにより、豊富な具体例を供給すること
に成功した。    
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