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研究成果の概要（和文）：本研究において4つのパンルヴェ階層のインスタントン解の構成に成功した。更に高
階パンルヴェ方程式のインスタントン解の構成法,解の共通構造を調べるために,新しい方程式系「a unified 
family of P_J-hierarchies」を導入した。導出したシステムを対象として, 高階パンルヴェ方程式のインスタ
ント解構成法並びにStokes幾何を研究した。システムに対し,非線形のStokes幾何と付随するLax対のStokes幾何
との間に成立する構造「非線形の変わり点,Stokes曲線上の点で,対応するLax対のStokes幾何に必ず退化現象が
観測される」を証明した。

研究成果の概要（英文）：We study higher order Painleve equations from a view point of the exact WKB 
analysis.Instanton-type solutions are constructed for P_J-hierarchies(J=I,II,IV,
34).To study the common structures between the P_J-hierarchies,a unified family of P_J-hieararchies
(J=I,II,IV,34)is introduced.By using the system,we study a construction of instanton-type solutions 
for Painleve hierarchies. We also proved that the Stokes geometry of the system has the following 
intrinsic relationship with its underlying Lax pair:If t (t is the variable of unknown functions)
lies on a Stokes curve of non-linear ordinary differential equations, some degenerate phenomenon 
occurs in the Stokes geometry of the underlying Lax pair.  

研究分野：数学, 基礎解析学
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１．研究開始当初の背景 

完全 WKB 解析が有効な非線型方程式の 1つと

してパンルヴェ方程式が挙げられる.1990 年

代に青木,河合,竹井は(大きなパラメータを

導入した)パンルヴェ方程式に対する完全

WKB 解析の理論を構築した.その後,竹井,河

合,小池らによる 4 つのパンルヴェ階層

(P_J)m(J=I,II,IV,34),野海山田方程式の研

究,青木,本多らによる野海山田方程式の変

わり点,Stokes幾何の研究等,完全WKB解析を

高階パンルヴェ方程式へ拡張するための基

礎研究が行われ, 完全 WKB解析は高階パンル

ヴェ方程式の解析に有効であることが明ら

かにされてきた.現在は更に一般に,非線型

可積分系に対する完全 WKB解析の理論の整備

が求められている. 

 

2. 研究の目的 

大きなパラメータを持つパンルヴェ方程式

やその高階版といった非線型可積分系の解

の大域構造は以下の情報により解析可能と

なる. 

(a)変わり点と Stokes 曲線から成る Stokes

幾何と呼ばれる幾何学的対象の詳細な情報. 

(b)Stokes 曲線上で成立する接続公式と呼ば

れる解の間の解析的関係. 

しかし(a),(b)に関して次の重要な課題が存

在する. 

(I)Stokes 幾何に関する問題 

非線型方程式（特に対応する Lax 対が高階線

型方程式の場合）の Stokes 幾何は, 2 階線型

方程式の場合と大きく異なり,新しい種類の

Stokes 曲線, 2 種類の変わり点, 仮想変わり

点を含むため, 解明すべき点が多い. 

(II)インスタントン解に関する問題 

パンルヴェ階層の解の接続問題を議論する

際, インスタントン解と呼ばれる十分多く

の自由パラメータを含む形式解を必要とす

る.しかしインスタントン解の構成は自明で

ない.またその解の特異点の位置を正確に知

る必要があるが, 非線型故に, 2 種類の変わ

り点以外に多くの特異点を持つ可能性があ

り, 特異点の位置の解明は一般に難しい. 

この問題は線型方程式では観測されない,非

線型特有の興味深い問題である. 

このような経緯のもと, 本研究では, 高階

パンルヴェ方程式のインスタントン解と縮

退をもつ Stokes 幾何の研究に焦点をあてて 

次の問題に取り組む. 

(1) インスタントン解構成法の研究 

インスタントン解の構成は非線型方程式

に対して完全 WKB 解析を行う出発点である. 

先行研究で青木,本多と多重スケール解析を

用いて,I型パンルヴェ階層(P_I)_m のインス

タントン解を構成することに成功した.開発

した構成方法がどのような微分方程式のク

ラスまで適用出来るかを明らかにする.  

 

(2) 非線型方程式のStokes幾何, 第1種変わ

り点, 第 2種変わり点, 縮退をもつ 

Stokes 幾何の研究 

非線型の Stokes 幾何と付随する Lax 対

の Stokes 幾何との間に成立する構造「非線

型の変わり点,Stokes 曲線上の点で,対応す

る Lax 対の Stokes 幾何に必ず退化現象が

観測される」を解明する.  

 

(3) パンルヴェ階層のインスタントン解の特

異性を解明する. 

 

本研究の目的は,上記の問題を研究し, 非線

型可積分系の完全 WKB解析の理論を発展させ

ることである. 

 

３．研究の方法 

 

以下の(1),(2),(3)は 2.研究の目的で述べたそ
れぞれの問題に対応している. 

 

(1),(3): 先行研究で開発した方法で解を構成
するためには, 構成過程において自然に現れ
る永年方程式と呼ばれる代数方程式を解く
必要がある. 永年方程式の可解性の条件を突
き止めることができれば解構成法の適用範



囲を特定できる. そのために, (P_I)_m に対
するインスタントン解構成法を他のパンル
ヴェ階層(P_J)_m(J=II,IV,34)に適用し,それ
ぞれの構成過程に現れる共通構造を調べる
ことから始める. 解の特異性の問題について
は, 本研究代表者は「ある一般的な条件の下
では, (P_J)_m のインスタントン解の係数に
現れる特異点は変わり点のみである」と予想
している.この予想を証明するためには,非線
型方程式に一般に頻出する小分母問題が
(P_J)_mの場合は起こらないことを証明しな
ければならない. 証明のヒントは解の構成過
程に存在すると考えている. 解の構成過程に
おける, 変わり点の定義式と零パラメータ解
の主部が満たす代数方程式と永年方程式の
各々の役割を明確にする. また, この方法で
の解明が難しい場合は, 小池の論文(2007)を
参考にする. 小池は(P_J)_m は退化ガルニエ
系の独立変数の制限であるという事実を発
見した. 退化ガルニエ系の制限という観点か
ら多面的に問題に取り組む. 

 

(2): 4 つのパンルヴェ階層(P_J)m(J=I,II, 

IV,34)(河合,小池,西川,竹井 2004)と野海山

田方程式(竹井 2004),(本多 2006,2007)の研

究が高階パンルヴェ方程式の Stokes 幾何の

先駆的な仕事である. これらの仕事を参考

に, Lax 対をもつ非線型方程式の Stokes 幾何

において共通に観測される普遍的性質を調

べることから始める. 

 
４．研究成果 
 
(1)論文○3 と論文○7 ： 
(P_I)_m に対する青木, 本多, 梅田の方法を
用いて,3 つのパンルヴェ階層(P_J)m(J=II, 
IV,34)のインスタントン解の構成に成功し
た. さらに 4つの解は統一的に記述できるこ
とを証明した.解の特異性の解明までには至
らなかったが, それぞれの解の低階項につ
いては小分母が消えてしまい, 先に述べた
インスタントン解の特異性に関する予想を
肯定する結果が観測された. 
 
(2)論文○1と論文○5 : 
4 つのパンルヴェ階層(P_J)m のインスタント
ン解の共通構造を調べるために,「a unified 
family of P_J-hierarchies (J=I,II,IV,34)」
という名の system を導入した. このシステ
ムの特徴は方程式が未知函数の母関数で記
述されており, ４つのパンルヴェ階層の共
通構造を保つよう拡張されたシステムであ
る. この拡張したシステムに対してインス
タントン解を構成することに成功した. 
システムは任意係数をもつため, システム
から多くの非線型常微分方程式を導出する
ことができる. 従って我々の(P_J)m に対す

る解の構成方法をこのシステムにまで拡張
したことになる.また, 論文では解のさまざ
まな共通構造についても述べている. 
 
(4) 論文○2  
研究問題(2)を研究するため,論文○1 で導入
した拡張システムに対して Lax対の具体的な
形の導出に成功した. また導出した Lax 対
の Stokes 幾何と非線型側の Stokes 幾何の研
究を行い,次の縮退現象を証明した. 
(i) 非線型の第1種変わり点において,対

応する Lax 対の 2 重変わり点と単純
変わり点が合流する. 

(ii) 非線型の第2種変わり点において,対
応する Lax 対の 2 つの 2 重変わり点
が合流する. 

(iii) 一般的な仮定の下, 非線形の Stokes
曲線上の点において, 対応する Lax
対の 2つの変わり点が Stokes曲線で
結ばれるという退化現象が起こる. 

Lax 対の両立条件として表される非線型方程
式の Stokes 幾何がもつ普遍的性質の研究に
関連して,本論文は 4 つのパンルヴェ階層と
野海山田方程式以外の例として重要である. 
 
(5) 論文○4  
論文○1 で導出したシステムは4つのパンルヴ
階層以外の高階パンルヴェ方程式を含むの
か?という新たな問題が出来た. この問題を
研究するため, 導出した system に付随する
Schrödinger 方程式と変形方程式の具体的な
形を導出した. その結果, 導出したシステ
ムは 4つのパンルヴェ階層(P_J)m(J=I,II, 

IV,34) と 変 形 方 程 式 の 形 は 同 じ で , 
Schrödinger 方程式のポテンシャルの形に違
いがあることを明確にした. この結果によ
り, パンルヴェ階層と変形方程式は同じで, 
本論文で述べるように Schrödinger 方程式の
ポテンシャルを変形した場合まで, 野海山
田方程式, 4 つのパンルヴェ階層に共通して
観測される幾何学構造が保たれるという主
張が導かれた. 
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