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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、不確定特異点型共形場理論とパンルヴェ方程式を研究した。
Virasoro 代数の表現論を用いて、不確定頂点作用素を定義し、その期待値として不確定共形ブロックを導入す
ることに成功した。不確定共形ブロックを用いて、第四、五パンルヴェ方程式のタウ関数の無限遠点における 
Fourier 展開公式を証明した。第二、三パンルヴェ方程式のタウ関数の無限遠点における Fourier 展開公式の
予想を得た。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we studied irregular version of the conformal 
field theory and Painleve equations. Using representation theory of Virasoro algebra, we defined 
irregular vertex operators and irregular conformal blocks. Using these irregular conformal blocks, 
we proved Fourier expansion formulas at infinity of the tau functions of the fourth and fifth 
Painleve equations and gave conjectural Fourier expansion formulas of the tau functions of the 
second and third Painleve equations. 

研究分野： Integrable systems
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１．研究開始当初の背景 
(1) 新しい特殊関数を発見するという 19 世
紀 数 学の 一つ の問 題 意識 のも と , P. 
Painlevé は動く分岐点をもたない非線形常
微分方程式を研究することで, 今日, パンル
ヴェ方程式と呼ばれる 2 階の非線形常微分
方程式を 20 世紀初頭に発見した. その後, 
ある 2 階線形常微分方程式のモノドロミー
保存変形を記述する微分方程式として, 第 6 
パンルヴェ方程式 PVI が R. Fuchs によっ
て導出された. パンルヴェ方程式は, 方程式
に含まれるパラメータが特殊な値をとるとき
特殊解として, ガウスの超幾何関数に代表さ
れる超幾何関数ファミリーや楕円関数たちお
よび代数解をもつ. 一般には, それらの特殊
関数では表せない超越関数を解にもつことが
知られている. 
 
(2) 楕円関数がテータ関数の比で表されるよ
うに, 第 1 パンルヴェ方程式 PI の一般解
が, 二つの整関数の比で表わされることは, 
P. Painlevé 自身が示している. 今では, す
べてのパンルヴェ方程式がそのハミルトニア
ン H から導入されるタウ関数 τ(t) を用い
て, 二つの整関数の比であらわされることが
わかっている. 可積分系の理論において, タ
ウ関数の重要性は広く認知されるところであ
る. テータ関数は明示的な級数表示をもつが, 
パンルヴェ方程式のタウ関数の級数表示につ
いては, 最近まで, 第 6 パンルヴェ方程式 
PVI のタウ関数の漸近展開の最初の数項が求
められていただけだったが (Jimbo, Publ. 
RIMS, 1982), 2012 年に共形場理論の共形ブ
ロックを用いた明示的な表示が発見された 
(Gamayun, Iorgov, Lisovyy, JHEP, 2012). 
共形場理論の共形ブロックとゲージ理論の分
配関数が一致するという AGT 対応により, 共
形ブロックもヤング図形を用いて明示的に書
ける.  
 
(3) しばらく, PVI のタウ関数が共形場理論
の共形ブロックで表されることの証明は与え
られていなかったが, 2014 年に, 共形場理
論を用いて, モノドロミー保存変形により 
PVI を導く線形微分方程式の波動関数を構成
することで , 一つの証明が与えられた 
(Iorgov, Lisovyy, Teschner, Comm. Math. 
Phys., 2014). これは, モノドロミー保存変
形のタウ関数はその線形微分方程式の波動関
数から導かれるという事実 (Jimbo, Miwa, 
Ueno, Physica 2D, 1981) に基づいている. 
一方で, パンルヴェ方程式のタウ関数はある
双線形方程式で特徴付けられることが知られ
ており, 共形場理論の共形ブロックを用いて
定義された τ(t) がその双線形方程式を満
たすことが Virasoro 代数の表現論を用いて
示された (Bershtein, Shchechkin, Comm. 
Math. Phys., 2014). 他のパンルヴェ方程式
のタウ関数の明示的級数表示については, 
PVI のタウ関数に退化操作を行うことによっ

て, 第 3,5 パンルヴェ方程式のタウ関数の確
定特異点の周りでの展開の明示的級数表示が
得られていた(Gamayun, Iorgov, Lisovyy, J. 
Phys. A, 2013). しかし, 不確定特異点にお
けるパンルヴェ方程式のタウ関数の級数展開
は得られていなかった. これは, 確定特異点
型の共形場理論ほどには, 不確定特異点型の
共形場理論が理解されていないことによる.  
 
(4) 不確定特異点型の共形場理論については, 
パラメータが特別な場合には, 不確定特異点
型の頂点作用素を, 自由場を用いて具体的に
構成することで, 不確定共形ブロックの積分
表示が構成されている (Nagoya, Sun, J. 
Phys., 2010). 一般の場合には, 不確定頂点
作用素と Virasoro 代数の生成元との交換関
係は導入されているが, Virasoro 代数の不
確定 Verma 加群の間の作用素値関数としての
頂点作用素の定義がはっきりしていなかった.  
 
２．研究の目的 
不確定特異点型の共形場理論を深化させ, 応
用としてパンルヴェ方程式のタウ関数の明示
的級数表示を構成する. 研究期間内には以下
のことを明らかにする. 
(1) 不確定版の頂点作用素を定義し, 一意性
と存在を証明する. 続いて, 不確定共形ブロ
ックの定義を与える. 
(2) 不確定共形ブロックの明示的表示を与え
る. 
(3) モノドロミー保存変形の波動関数を構成
する. 
(4) タウ関数が双線形方程式を満たすことを
証明する. 
 
３．研究の方法 
(1)確定頂点作用素を Verma 加群の最高ウェ
イトベクトルに作用させたとき, 確定特異点
型の級数展開となっていることから, 不確定
頂 点 作 用 素 を 不 確 定  Verma 加 群 の 
irregular vector に作用させたとき, 不確
定特異点型の級数展開となるものとして, 不
確定頂点作用素を定義する. そして, 定義さ
れた不確定頂点作用素が一意的に存在するた
めの条件を明らかにし, その条件の下で, 不
確定頂点作用素の存在および一意性の証明を
与える.  
 
(2)続いて, 不確定共形ブロックの定義を与
える. 不確定共形ブロックの具体例を計算し, 
既知の級数を表すことを確認する. ポワンカ
レランクが 1 のときの不確定頂点作用素を
用いると, Kummer の合流超幾何方程式の確
定特異点 0 の周りの局所解と不確定特異点 
1 の周りでの形式級数解が得られることはす
でに確認した. Gauss の超幾何微分方程式の
退化によって得られる, Bessel, 
Hermite, Airy の微分方程式のそれぞれの特
異点の周りでの形式級数解を私が定義した不
確定共形ブロックで表されることを確認する. 



その後, 量子第 6 パンルヴェ方程式 (確定
特異点型の線形偏微分方程式) 以外の量子パ
ンルヴェ方程式の各特異点の周りでの形式級
数解を, 不確定共形ブロックを用いて表せる
ことを確認する.  
 
(3) 適切に定義した不確定頂点作用素と不確
定共形ブロックを用いて, モノドロミー保存
変形の波動関数を構成する. 波動関数を構成
することができれば, Jimbo-Miwa-Ueno のモ
ノドロミー保存変形理論より, パンルヴェ方
程式のタウ関数が得られる. PVI に対するモ
ノドロミー保存変形の波動関数の構成を簡単
に振り返ると次のようにまとめられる: 
 
①確定特異点型の共形ブロックはモノドロミ
ー不変. 
 
②確定特異点型の共形ブロックは無限次元空
間をなすので, 一つ一つの共形ブロックは 2 
階の Fuchs型微分方程式の解にはならない. 
 
③1 点 z に特異条件が課された確定特異点
型の共形ブロックの z に関する接続問題は
ガウスの超幾何微分方程式の接続問題に帰着
する. 
 
④ガウスの超幾何微分方程式に付随する接続
行列が, 局所解をうまくとれば, パラメータ
に関して周期 1 になる. 
 
⑤適当に正規化された 5 点 0, 1, t, 1, z 
の共形ブロックの無限和を考えれば, 2 階の 
Fuchs 型微分方程式の解になる. (z には特
異条件が課されている.) 
 
ここで, ⑤が新たにわかったことであり, そ
れ以外は以前からよく知られていた.不確定
特異点型のときにも同様であることが期待さ
れ, 接続問題あるいはストークス問題が 2 
階の線形常微分方程式のそれらに帰着するこ
とが期待されるので, 局所解をうまくとれば
接続行列やストークス係数が周期 1 になる
ことを示す. こうして不確定共形ブロックの
正規化定数がわかるので, 最後に正規化され
た不確定共形ブロックの可算無限個の和が, 
2 階の線形常微分方程式の解になることを示
す. 
 
(4) 2 つの Virasoro 代数の直和をフェルミ
オン代数とスーパー Virasoro 代数に埋め込
むことで, PVI のタウ関数が双線形方程式を
満 た す こ と を 示 し た   Bershtein, 
Shchechkin  の仕事を拡張して, (3) で得
られたパンルヴェ方程式のタウ関数が双線型
方程式を満たすことを証明する. 
 
４．研究成果 
(1)Virasoro 代数の不確定 Verma 加群の 
irregular vector への作用が, 不確定特異

点型の級数展開となるものとして, 不確定頂
点作用素を定義した. このとき, ポワンカレ
ランクが r である不確定 Verma 加群から, 
別のポワンカレランクが r である不確定 
Verma 加群への不確定頂点作用素が, 定数倍
を除いて, 一意的に存在することを示した. 
(雑誌論文(3)) 
 
(2)不確定頂点作用素の合成の期待値として, 
不確定共形ブロックを定義し, 退化条件を課
す こ と で , 不 確 定  Belavin-Polyakov-
Zamolodchikov 方程式の解となることを示し
た. このことから, 我々の不確定共形ブロッ
クは特別な場合として, Kummmer の合流型超
幾何関数, Hermite-Weber 関数の無限遠点に
おける漸近展開を与えることがわかった. 不
確定共形ブロックを用いた第 4,5 パンルヴェ
方程式のタウ関数の無限遠点におけるフーリ
エ展開公式の予想を得た.  
 
(3) Verma 加群から, 別のポワンカレランク
が r である不確定 Verma 加群への不確定頂
点作用素が, 定数倍を除いて, 一意的に存在
することを示した.さらに, 2個の確定頂点作
用素の合成からポワンカレランク 1 の不確定
頂点作用素への極限操作を正当化することに
成功し, 応用として第 5 パンルヴェ方程式の
タウ関数を不確定共形ブロックのフーリエ変
換として表す式を証明した.  
 
(4)2点が確定特異点で 1点がポワンカレラン
ク 1 の不確定特異点である 3 点不確定共形ブ
ロックの不確定特異点における漸近展開の明
示的な表示に関する予想を, 不確定共形ブロ
ックの積分表示の漸近展開をシューア多項式
を用いて表すことで得た. 3 点不確定共形ブ
ロックの不確定特異点での漸近展開は, skew 
Young diagram を用いて組合せ論的に表示で
きるという予想である.(雑誌論文(1)) 
 
(5)Virasoro 代数のポワンカレランク r の不
確定 Verma 加群からポワンカレランク r の不
確定 Verma加群への不確定頂点作用素で, 展
開が半整数のべきで表されるものを考察し, 
分岐型不確定頂点作用素の定義を与えた. 分
岐型不確定共形ブロックを用いた第 2,3 パン
ルヴェ方程式のタウ関数の無限遠点における
フーリエ展開公式の予想を得た. (学会発表
(1)) 
 
(6)以上の研究成果より, Virasoro 代数の場
合に, 期待される全ての不確定頂点作用素の
定義を与え, 第 2,3,4,5 パンルヴェ方程式の
タウ関数のフーリエ展開を不確定共形ブロッ
クで表した. 一般の場合の不確定頂点作用素
の定義を考察すること及びパンルヴェ方程式
のタウ関数のフーリエ展開公式を証明する上
で意義ある結果と思われる.  
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