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研究成果の概要（和文）：D-加群の各種計算アルゴリズムを実行するには，微分作用素環のイデアルのグレブナ
ー基底を求める必要がある．グレブナー基底を計算するアルゴリズムは存在し，計算機を用いて計算できるが，
変数を多く含むような複雑な微分方程式系や，一般の n 変数を含む微分方程式系の場合には，計算機を用いて
グレブナー基底を計算することは実質不可能である．
本研究では，多変数超幾何微分方程式系に対して，計算機を用いずにグレブナー基底を理論的に計算し，そのグ
レブナー基底を用いることによって，特性多様体，特異点集合，Pfaff 系（連立1 階線形偏微分方程式系），特
異点集合上への微分方程式系の制限などを調べる．

研究成果の概要（英文）：To execute algorithms in D-modules, we need to obtain Groebner bases for 
ideals in the ring of differential operators. We have algorithms to compute Groebner bases, but for 
systems of differential equations including many variables or n variables, we cannot execute the 
algorithms. 
In this research, we theoretically compute Groebner bases for systems of multivariable 
hypergeometric differential equations without computer. By using these Groebner bases we derive 
characteristic varieties, singular locus and Pfaffian systems for systems of multivariable 
hypergeometric differential eqautions.

研究分野： 計算機代数
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１．研究開始当初の背景 
線形偏微分方程式系を代数的に取り扱う

理論として，D-加群の理論がある．その理論
をもとに，微分作用素環のグレブナー基底を
用いて計算機上で実行できるようなものが，
D-加群の計算アルゴリズムである．微分方程
式系に対し，これらアルゴリズムを実行しよ
うと思うと，まず微分方程式系に対応する，
微分作用素環のイデアルのグレブナー基底
を求める必要がある．グレブナー基底を計算
するアルゴリズム（Buchberger アルゴリズ
ムと呼ばれる）は存在し，計算機を用いて計
算できるが，変数を多く含むような複雑な微
分方程式系や，一般の n 変数を含む微分方程
式系の場合には，計算機を用いてグレブナー
基底を計算することは実質不可能になる． 
例えば, Lauricella 多変数超幾何関数
F_A ,F_B, F_C のそれぞれの満たす微分方程
式系に対応するイデアルに関して，研究代表
者はグレブナー基底を理論的に計算した．例
えば，Lauricella 超幾何級数 F_B とは， 

 
であり, Lauricella 超幾何級数 F_B は次の
微分方程式系を満たす. 
 

この微分方程式系に対応する，微分作用素た
ちの生成する左イデアル I_B を考える. う
まく項順序を設定してやると，この左イデア
ル I_B のグレブナー基底を得ることができ
る．このグレブナー基底を使うと，微分方程
式系の特性多様体（微分方程式系の一番高階
の部分を取り出して得られる）や，特異点集
合（解空間の次元が他より落ちる可能性のあ
る部分）を計算できる．こうして得られた結
果は，パラメータに依存しないもので，今ま
で得られていなかった結果である．例えば，
Lauricella F_B の満たす微分方程式系の特
異点集合は， 
 

 
の零点集合となる．F_B 以外の F_A, F_C に
ついても同様の計算を行うことができ，グレ
ブナー基底, 特性多様体, 特異点集合を計
算 す る こ と が で き る ． (H. Nakayama, 
Groebner basis and singular locus of 
Lauricella's hypergeometric equations", 
2014) 
 
２．研究の目的 
D-加群の各種計算アルゴリズムを実行す

るには，微分作用素環のイデアルのグレブナ

ー基底を求める必要がある．グレブナー基底
を計算するアルゴリズム（Buchberger アル
ゴリズムと呼ばれる）は存在し，計算機を用
いて計算できるが，変数を多く含むような複
雑な微分方程式系や，一般の n 変数を含む微
分方程式系の場合には，計算機を用いてグレ
ブナー基底を計算することは実質不可能で
ある．本研究では，ある特定の微分方程式系
に対して，計算機を用いずにグレブナー基底
を理論的に計算し，そのグレブナー基底を用
いることによって，特性多様体，特異点集合，
Pfaff 系（連立 1 階線形偏微分方程式系），
特異点集合上への微分方程式系の制限など
を調べる． 
 
３．研究の方法 

Lauricella 多変数超幾何微分方程式系に
対応する，各微分作用素環のイデアルに対し
て，次の表のようにグレブナー基底，特異点
集合，Pfaff 系などがわかっている 

 
(1) Lauricella 超幾何関数に関して，上記
の表で計算ができていないものについて，計
算を行う．  
  
(2) Lauricella 超幾何関数の満たす微分方
程式系に対してグレブナー基底を計算した
が，それと同様の手法を用いて，その他の多
変数超幾何関数の満たす微分方程式系のグ
レブナー基底を求める．現時点では, Kampé 
de Fériet の 2 変数超幾何関数(Appell の 2 
変数超幾何関数のパラメータの数を増やし
て一般化したもの) の満たす微分方程式系
についてグレブナー基底を理論的に求める
ことができている. 計算を行いたい対象と
しては，Horn の 2 変数超幾何関数や
Saran-Lauricella の 3 変数超幾何関数や一
般化 Horn 超幾何関数（n 変数）やそれらの
合流型などがある．また，得られたグレブナ
ー基底を用いて，特性多様体，特異点集合，
Pfaff 系の計算を行う． 
 
(3) 研究代表者は(H. Nakayama, Groebner 
basis and singular locus of Lauricella's 
hypergeometric equations", 2014) におい
て，多項式環の場合にグレブナー基底計算を
効率的に行うための手法である Buchberger 
の useless S-pair criterion について，こ
れの微分作用素環版に対応するものを見つ
けた．このように多項式環の場合に知られて
いる手法の微分作用素環版に対応するもの
を見つけ，計算機における微分作用素環のグ
レブナー基底計算の高速化を行う． 
 
４．研究成果 
(1)研究目的の 1 つとして, 多変数超幾何



微分方程式系のグレブナー基底を理論的に
求めることがあったが, Lauricella 超幾何
微分方程式系 F_B, F_A, F_C のように容易
に求められる例は, 計算実験や様々な計算
により, あまりないことがわかった. その
ため逆に考え, グレブナー基底を容易に求
められるような超幾何微分方程式系や一般
の微分方程式系にはどのような特徴がある
かを調べることに方針を変更した. その例
として Appell 2 変数超幾何微分方程式系 
F_1, F_2, F_3, F_4 の一般化の一種である 
(k,l)_D, (k,l)_A, (k,l)_B, (k,l)_C とい
う微分方程式系（高山 1984)について計算を
行った.これについて,Lauricella 超幾何微
分方程式系のグレブナー基底を求めた手法
を使って,  (k,l)_A, (k,l)_C についての形
式べき級数係数微分作用素環におけるイデ
アルのグレブナー基底を求めることができ
た.(k,l)_B についての多項式係数微分作用
素環におけるイデアルのグレブナー基底に
ついて、計算実験により予想が得られ, その
グレブナー基底を使えば特性多様体や特異
点集合がわかる.例えば, (1,1)_B で微分作
用素の階数が d の微分方程式系は, 次のよ
うなもので適切な項順序についてグレブナ
ー基底になることがわかっている.  
 

 
(2)Horn 2 変数超幾何関数やその合流型が満
たす微分方程式系について, 理論的にグレ
ブナー基底がわかる場合をいくつか見つけ
た.  
 
(3)Lauricella 超幾何微分方程式系のグレ
ブナー基底がわかっていない例のいくつか
について, グレブナー基底を理論的に得る
ことができた. 
 
(4)研究目的に付随して, 微分作用素環 D 
上の自由加群 D^r/N 上の各種計算アルゴリ
ズム(generic b 関数, 制限加群, 積分加群, 
特性多様体などの計算) が知られているが,  
それらを数式処理システム Risa/Asir に実
装した.これらはプログラムを公開する予定
である. 
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