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研究成果の概要（和文）：フェルミオン系やスピン系などの量子多体系の基底状態に対して、主に数理物理的な
観点からアプローチし研究を進めた。特に、１．相互作用や乱れのある系におけるトポロジカル相、２．空間変
調した１次元量子系の代数的解析、の２つのテーマに関する研究を行った。１．については、相互作用のある
Kitaev鎖の基底状態、乱れのあるトポロジカル絶縁体・超伝導体、量子トライマー模型について成果を挙げた。
２．については、１次元連続空間中の自由フェルミオン系および共形場理論のサイン二乗変形について、いくつ
かの厳密な結果を得ることに成功した。その他に、可解スピン鎖の基底状態におけるエンタングルメントについ
て結果を得た。

研究成果の概要（英文）：We have studied the ground-state properties of a variety of quantum 
many-body systems describing interacting fermions or spins, from a mathematical physics point of 
view. In particular, we focused on the following two aspects: (i) topological phases of systems with
 interaction and/or disorder, (ii) algebraic analysis of one-dimensional quantum systems with 
spatial modulation. In the former, we have obtained exact results for the ground states of the 
interacting Kitaev chain, disordered topological insulators and superconductors, and the quantum 
trimer model. In the latter, there was also progress in the sine-square deformation of free fermions
 in one-dimensional continuous space and that of conformal field theories. In addition, we obtained 
some results for the entanglement in the ground states of solvable spin chains. 

研究分野：物性理論、統計力学

キーワード： 物性基礎論　数理物理　量子多体系　トポロジカル相　マヨラナフェルミオン　スピン鎖　エンタング
ルメント　正弦２乗変形
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１．研究開始当初の背景 
 トポロジカル絶縁体・超伝導体をはじめと
する物質のトポロジカル相に関する研究が
近年大きく進展している。これまでの多くの
研究は、乱れや相互作用のないフェルミオン
系に対するものであり、乱れや相互作用のあ
る場合にどのようなトポロジカル相が存在
し、どのような特性を示すかという点は自明
でない。これらの系に対して、行列積状態や
トポロジカルな場の理論などの抽象的な議
論に基づくアプローチはあるものの、具体的
なモデルや物理系に基づく議論はあまり例
がない。また共形場理論や可解格子模型など
とも密接に関係する、マヨラナフェルミオン、
パラフェルミオンなどのエキゾチック粒子
と、そのトポロジカル相の研究も、今後重要
性を増すと考えられる。 
 
さらにトポロジカル絶縁体・超伝導体のボ
ゾン系での類似物については、(マグノンの熱
ホール効果などを除き)従来あまり議論され
てこなかったが、近年では光学格子において
多彩なボソン系が実現可能であることから、
今後ボゾン系のトポロジカル相の一般的な
性質や固有の現象を調べることは重要であ
ると考えられる。 
 
 代表者が継続して研究を行っている空間
変調した１次元量子多体系も、実空間におけ
るトポロジー制御や長距離エンタングルメ
ント生成などの観点から注目されている。特
に量子臨界系にサイン二乗変形と呼ばれる
特定の変形を施した場合、その基底状態が一
様周期系の基底状態と一致することが、一連
の解析的・数値的な研究から明らかになって
いる。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、上記のような問題に対して、
主に数理物理的な観点からアプローチする。
特に、次の２つのテーマの研究を重点的に行
う。１．相互作用や乱れのある系におけるト
ポロジカル相、２．空間変調した１次元量子
系の代数的解析。それぞれにおいてトポロジ
ーは重要なキーワードとなるが、これら２つ
のテーマを代数的な観点から有機的に結び
付けて研究を行う。 
 
より具体的には、テーマ１については、相
互作用するマヨラナフェルミオン系におけ
るトポロジカル相やマヨラナ端状態の解析、
乱れのあるトポロジカル相を特徴づけるト
ポロジカル不変量の定式化、ボゾン系の新奇
トポロジカル相の探索などを想定している。
テーマ２については、代表者が「強相関電子
系への代数的アプローチ」で行っていた、サ
イン二乗変形の解析を推し進める。特に現在
まであまり調べられていない、連続空間上で
定義された自由粒子系や、場の理論のサイン
二乗変形についてその性質を詳しく調べる。 

 
３．研究の方法 
(1) 不等式などを用いた手法 
「基底状態の波動関数には節がない」とい
う量子力学でよく知られた事実は、線形代数
の言葉では Perron-Frobenius の定理として
定式化することができる。また、変分原理の
一般化として、ミニマックス原理などの行列
の固有値に関する不等式も知られている。こ
れらの手法を、量子多体系の基底状態エネル
ギーの下限を求めることや、エネルギーギャ
ップの存在証明などに応用する。また、整数
の分割やエントロピーに関する不等式など
を、スピン鎖の問題に応用する。 
 
(2) 可解模型・可解な場の理論 
 可解模型は大きく２つのクラスに分類す
ることができる。ひとつは可積分系と呼ばれ
るクラスで、自由フェルミオン・ボソン系や、
Bethe 仮設によって解くことのできる模型が
含まれる。もうひとつは、フラストレーショ
ン・フリー系と呼ばれるクラスで、基底状態
が局所的なハミルトニアンの基底状態にな
っており、多くの場合あらわに書き下すこと
ができる。これらの可解模型の性質・結果を
いろいろな物理系に応用する。また、超対称
性量子力学や共形場理論などの連続系につ
いての性質も多用する。 
 
(3) 数式処理・数値対角化を用いた手法 
 Mathematica の数式処理機能を、方程式の
簡約化や複雑な代数的演算に応用する。また、
少数系の数値対角化を用いて、いろいろな予
想を立てながら研究を進めることは、数理物
理的研究においても大変有用である。さらに、
有限系の数値結果から無限系での結果を証
明する計算機援用証明(computer-assisted 
proof)が可能である場合もある。 
 
(4) 非可換幾何の手法 
 トポロジカル相を特徴づけるトポロジカ
ル不変量は、並進不変な系では波数空間にお
けるある種の積分として表現される。一方で
乱れが存在する場合には、波数が良い量子数
ではなくなるため、トポロジカル不変量の定
義は自明でない。しかしこのような場合も、
実空間における演算子の交換関係などを導
入して、トポロジカル不変量を定義すること
ができる。 
 
(5) エンタングルメント 
 近年、エンタングルメントを用いて量子多
体系を特徴づけることが盛んに試みられて
いる。このような中で、特に基底状態の密度
行列に対するエンタングルメント・エントロ
ピーやエンタングルメント・スペクトル（部
分系の密度行列の固有値分布）が重要な役割
を果たすことが知られている。本研究では、
これらの量による量子多体系の基底状態の
解析を積極的に用いる。 



 
４．研究成果 
(1) 相互作用のあるキタエフ鎖の厳密な基
底状態・マヨラナ端状態 
 １次元 p 波超伝導体の模型である Kitaev
鎖は、そのトポロジカル相ではマヨラナフェ
ルミオンの端状態が現れることが知られて
いる。この模型に粒子間相互作用を導入した
模型を調べ、相図中のある線上ではフラスト
レーション・フリーであり、基底状態が厳密
に求まることを示した。またエネルギーギャ
ップの存在を証明し、縮退した２つの基底状
態の間を結ぶマヨラナ演算子（弱いゼロモー
ド）の具体的な表式を求めた。これらの結果
は、論文⑰としてまとめている。 
 
 また、論文⑩では捻り境界条件課した
Kitaev 鎖について調べた。その結果、この系
では端が存在しないにもかかわらずマヨラ
ナ・ゼロモードが現れる場合があることを明
らかにした。また粒子間相互作用を導入した
場合にも、フェルミオン・パリティによる議
論および数値対角化から、トポロジカル相で
は弱いゼロモードが存在する捻り角が存在
することを明らかにした。 
 
(2) サイン二乗変形における厳密な結果 
 サイン二乗変形の性質については、これま
で多くの１次元格子模型について調べられ
てきたが、連続系や場の理論における例はあ
まり知られていない。本研究では、そのよう
な場合の最も単純な例として、１次元連続空
間中の自由フェルミオン系のサイン二乗変
形を、超対称性量子力学の逆問題として定式
化できることを明らかにした。また副産物と
して、この系の１粒子固有関数が、
Gegenbauer 多項式を用いて表せることを明
らかにした。これらの結果は、論文⑱として
まとめている。 
 
 また、量子臨界系のサイン二乗変形の連続
極限に対応すると考えられる、共形場理論の
サイン二乗変形についても詳しく調べた。特
に、ハミルトニアンの固有状態は（変形前の
一様系の）真空状態を除いて有限のノルムを
持たないことを示した。さらに、サイン二乗
変形系のハミルトニアンは、一様系のハミル
トニアンから、ユニタリー変換とある種の極
限操作により得られることを示した。これら
の結果は、論文⑤としてまとめられている。 
 
(3) 乱れのあるトポロジカル絶縁体 
 非可換微分幾何に基づき、乱れのあるトポ
ロジカル絶縁体・超伝導体に対しても有効な
トポロジカル不変量の表式を、任意の次元・
クラスについて導入した。これらの結果は、
論文③、⑯としてまとめられている。 
 
 また、得られたトポロジカル不変量の表式
を、２・３次元のトポロジカル絶縁体を記述

する代表的な模型（Bernevig-Hughes-Zhang
模型、Wilson-Dirac 型模型）に適用した。こ
れらの模型では時間反転対称性があり、非自
明な Z2 指数によってそのトポロジカル絶縁
体相が特徴づけられることが期待される。実
際に数値計算により、そのことを乱れがある
場合にも確認した。これらの結果は、論文④
としてまとめられている。 
 
(4) 量子トライマー模型 
 トポロジカル秩序との関係で古くから興
味を集めている量子ダイマー模型の自然な
拡張として、正方格子上の量子トライマー模
型を提案した。ここでトライマーとは、３つ
のスピン１から構成されるスピン一重項状
態を指している。正方格子上でのトライマー
配置の総数は、系のサイズに対して指数関数
的に増大する。この模型が可解である
Rokhsar-Kivelson 点では、このようなトライ
マー配置の重ね合わせ状態（トライマーRVB
状態）が基底状態であることを示した。また、
この点近傍における基底状態の縮退度や相
関関数の振る舞いから、この系は Z3 トポロ
ジカル秩序を持つことを明らかにした。これ
らの結果は、論文⑫としてまとめられている。 
 
 また関連する話題として、ダイマー相互作
用とトライマー相互作用が競合する１次元
スピン鎖の基底状態相図を調べた。その結果、
この系にはダイマー相、対称性に保護された
トポロジカル(SPT)相、トライマー液体相、
巨視的に縮退した相、の４つの相が現れるこ
とを明らかにした。これらの結果は、論文⑥
としてまとめられている。 
 
(5) Fredkin スピン鎖のエンタングルメント 
 Fredkin スピン鎖と呼ばれる、新しいクラ
スの可解な半奇整数スピン鎖の基底状態に
おけるエンタングルメントについて調べた。
この模型の厳密な基底状態は、色付き Dyck
パスと呼ばれる組み合わせ論的オブジェク
トとの重ね合わせにより記述される。この模
型では特に色の自由度がある（スピン S>1/2
の）場合には、エンタングルメント・エント
ロピーのスケーリングが体積則を満たす場
合があることを明らかにした。さらに、エネ
ルギーギャップの振る舞いについても、変分
的な議論などにより調べた。これらの結果は、
論文⑦、⑨にまとめられている。 
  
 
この他に、格子上のフェルミオン模型にお
ける超対称性の破れ（論文⑪、⑬）や SU(N)
対称性のある可積分な量子スピン鎖におけ
るエンタングルメント・スペクトルについて
の解析（論文⑮）なども行った。また、研究
当初に計画していたボゾン系のトポロジカ
ル相についても、Z2 トポロジカル不変量によ
って特徴づけられる磁性体（マグノン）系の
構成に成功した。 
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