
九州大学・マス・フォア・インダストリ研究所・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１７１０２

基盤研究(B)（一般）

2020～2016

超平面配置の余不変式環論の創成とその表現論・幾何学の新展開

Research on the coinvariant ring theory for hyperplane arrangements and the new 
developments of its representation and geometry

５０４３５９７１研究者番号：

阿部　拓郎（ABE, TAKURO）

研究期間：

１６Ｈ０３９２４

年 月 日現在  ５   ６   １

円    13,600,000

研究成果の概要（和文）：本研究計画は、当初予定していた目的を確実に達成したのみならず、それを超えて非
常に大きな成果を得ることができた。まず余不変式環の超平面配置的視点からの一般化という点については、対
数的ベクトル場から構成されるSolomon-寺尾代数を定式化し、それが実際、余不変式環の場合と同様に、正則冪
零Hessenberg多様体のコホモロジー環となっていることを、共同研究として証明することができた。更に国際共
同研究として、ワイル群作用に対する準不変式環と対応するワイル多重配置の対数的ベクトル場の関係を明らか
にしたのみにならず、その上部構造まで踏み込んで議論を進めることができた。

研究成果の概要（英文）：We achieved the main purposes of this research plan, and in fact we could go
 further so we can say that this research plan ends very successfully. First, we aimed at 
generalizing the theory of co-invariant algebras of Weyl groups from the viewpoint of the hyperplane
 arrangements. For that, we introduce a new algebra called the Solomon-Terao algebra constructed 
from the logarithmic vector fields of hyperplane arrangements, and we could show that when the 
arrangement is the ideal arrangement, then the corresponding Solomon-Terao algebra is nothing but 
the cohomology ring of the corresponding regular nilpotent Hessenberg variety as a joint research. 
Next we made the relation clear between the quasi-invariant ring of the Weyl group, and the 
logarithmic vector fields of multi-Weyl arrangements. Moreover, we could make this relation in a 
higher stage in the sense of Catalan and Shi-arrangements, and the discrete version of the 
quasi-invariants. This is an international joint work.

研究分野： 代数学

キーワード： 超平面配置　対数的ベクトル場　自由配置　Hessenberg多様体　多重配置　準不変式環　Solomon-寺尾
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の成果は、超平面配置の研究において非常に大きな意義がある。まずその代数的な研究の主眼であった対
数的ベクトル場の理論を、Hessenberg多様体を通じて幾何学的な理解とつなげたことが非常に重要である。元来
特異点論という幾何学的視点から始められたその研究が、古典的な余不変式論の一般化として幾何学とつながっ
たことで、本研究分野は大きく進展した。更に表現論的な視点から、やはり代数的な研究が主であった多重配置
理論を、準不変式の表現論とつなげることができたのも非常に重要である。本研究は有理Cherednik代数ともつ
ながり更なる広がりを見せており、極めて意義深い結果となった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
超平面配置の対数的ベクトル場は元来、超曲面の孤立特異点の変形理論を解析するために

1970 年代に斎藤恭司氏により導入された。他方、同時期に研究の萌芽が Zaslavsky や Orlik、
Solomon らにより存在した超平面配置の理論に、この対数的ベクトル場を、超曲面の特殊な場
合として適用することで、寺尾宏明氏は超平面配置の代数・代数幾何的理論を 1980 年代に精力
的に展開した。結果として現在では、本来の特異点論から独立した分野と言ってもよいレベルで
独自の発展を遂げ、寺尾の分解定理といった代数と幾何・組み合わせ論を繋ぐ定理の存在なども
相まって、超平面配置研究における一大研究分野を形成するまでに至った。 
 他方、超平面配置の代数としての対数的ベクトル場の研究は、それが自由加群となる場合、い
わゆる自由配置の研究とそれに関連する組み合わせ論の研究が主であり、導入当初の幾何学と
の関連は薄れていた。無論対数的ベクトル場や自由性は代数・組み合わせ論的に非常に重要な対
象であるが、その本義を鑑みれば、幾何学的な性質を調べることは極めて自然かつ重要な問題で
あった。 
 また同様の観点から、対数的ベクトル場と表現論のより深い関係を探ることも重要であり、そ
ういった、対数的ベクトル場理論の新しい展開が望まれている、といった背景が存在していた。 
 
 
２．研究の目的 
 
 研究の背景を受けて本計画では、対数的ベクトル場の幾何学の創生、及び表現論的理解の促進
を目的とした。より具体的には、(1) 研究代表者が以前から研究を進めていた、対数的ベクトル
場とトポロジーを繋ぐ Solomon-寺尾公式及びその周辺に登場する様々な複体や代数を詳細に研
究し、幾何学との関連を得る、及び(2)研究分担者の榎本直也氏らと昔から実験的に得られてい
た、コクセター配置に定数重複度を与えた多重配置の対数的ベクトル場と、対応するコクセター
群から定まる準不変式環との関係を、有理 Cherednik 代数などを用いて表現論及び幾何学的表
現論的に解析すること、を目指した。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
 本研究は研究代表者の阿部のほかに、研究分担者として吉永正彦氏、榎本直也氏、村井聡氏、
沼田泰英氏を加えて、更に前野俊昭氏、木村嘉之氏、鍛冶静雄氏、寺尾宏明氏ら、連携研究者（制
度変更により途中からは研究協力者）とともに、代数・幾何・組み合わせ論・表現論の研究をそ
れぞれの専門性を生かして推進した。具体的には、研究代表者が全体を統括しつつ、代数・代数
幾何的側面を中心に研究を行った。吉永氏はその広い知見を活かし、研究全体の副統括として代
数・幾何・組み合わせ論・表現論すべての側面からの研究に参加しつつ、主として幾何的な解析
を行った。榎本氏は表現論の専門家として、対数的ベクトル場と表現論の関係を準不変式の観点
から行った。村井氏は可換環論やレフシェッツ性の専門家として、近年村井氏が共同研究を行っ
た Hessenberg 多様体との関連を代数・組み合わせ的観点から行った。沼田氏は表現論、組み合
わせ論的観点から、対数的ベクトル場の幾何化のコホモロジー的観点からの研究を実施した。ま
たそれを補佐する形で連携研究者は研究を実施した。つまり前野氏はレフシェッツ性的観点か
ら、木村氏は幾何学的表現論の観点から、鍛冶氏は幾何・トポロジー・計算機の観点から、対数
的ベクトル場の幾何学・表現論的研究を推進した。また寺尾氏は超平面配置研究の創始者のひと
りとして、全体を見渡し適宜助言を行うことで、研究を活性化させる役割を担った。 
 
 
４．研究成果 
 
 本研究計画は非常に大きな成功を収めた。それは研究代表者が著者あるいは著者に含まれて
いる、本研究計画に関連する論文が 12 本出版され、更に多数の研究発表の機会を得たことから
も明らかである。更にそのうち、研究代表者による国際研究集会での講演が 14 件ほどあること
から、本研究成果が国際的に注目されていることを表している。これらの中でもまず、本研究計
画の当初の目的であり、かつ研究の柱となった二つの大きな研究成果について説明する。 
 まず超平面配置の代数たる対数的ベクトル場の幾何学についての研究成果を説明する。本研
究で研究代表者が注目したのは、Solomon と寺尾によって証明された Solomon-寺尾公式の証明
中に出てくる二変数多項式とその特殊化、及び彼らがη複体と呼んだものであった。研究代表者
は、対応する超平面配置がワイル配置の場合、この多項式（Solomon-寺尾多項式と、研究代表者



と研究分担者の沼田氏、村井氏及び連携研究者の前野氏らの論文により命名された）の特殊化が
ワイル群に対応する旗多様体のポアンカレ多項式と一致することが判明した。更に研究代表者
は、上の複体（Solomon-寺尾複体）の 0次のホモロジー群（Solomon-寺尾代数）が、旗多様体の
コホモロジー環と同型となることを、斎藤恭司氏によるワイル配置の対数的ベクトル場の基底
構成まで戻ることで発見した。この発見に力を得て、Solomon-寺尾代数はある多様体のコホモロ
ジー環なのではないか、という観点から村井氏とともに研究を進め、その候補として近年トーリ
ックトポロジーなどの分野で注目を集めている Hessenberg 多様体にたどり着いた。そこでその
専門化である大阪市立大学の枡田幹也氏らの研究チームとともに共同研究を進めた結果、ルー
ト系のイデアルと呼ばれる部分集合に対応するイデアル配置から構成される Solomon-寺尾代数
と、同じイデアルと正則冪零元から構成される Hessenberg 多様体のコホモロジー環が同型であ
るという衝撃的な結果を証明するに至った。これにより Solomon-寺尾理論は、超平面配置の代
数と幾何学を繋ぐ新しいツールとして国際的に認知され、超平面配置研究の新しい分野を切り
開くことに成功した。更に本論文中では、Sommers-Tymoczko による、超平面配置と Hessenberg
多様体に関連する二つの予想のうち残っていた一つを完全に解決し、更に Hessenberg 多様体関
連の様々な予想を解決するなど、インパクトの大きな結果となった。Hessenberg 多様体研究は
A型の場合が主であるが、本研究はルート系の分類によらない統一的な結果であることもその重
要性を裏打ちしており、例えば正則冪零 Hessenberg 多様体のベッチ数は一般にはわかっていな
かったが、本研究結果を用いることで初めて明示的に与えられるなど、非常に大きな進展を当該
分野にもたらした。本結果は数学分野におけるレベルの高い歴史ある、いわゆるクレレ誌に掲載
されており、国際的にも高い評価を得ている。またこれにより認知された Solomon-寺尾理論は、
研究代表者と分担者の沼田氏、村井氏及び連携研究者の前野氏らにより一般的に研究が行われ、
その諸性質がまとめられた。特に超平面配置の自由性と、対応する Solomon-寺尾代数が完全交
差環であることの同値性の証明は、超平面配置の代数と有限次元代数・環論を強く結びつけるこ
とで、新たな研究分野を開拓することにも成功した。 
 続いて対数的ベクトル場と表現論に関する結果について説明する。研究代表者と、分担者の榎
本氏との観察により、コクセター多重配置の対数的ベクトル場の基底と、対応するコクセター群
の準不変式との間に関係があることは見て取れていた。そこでこれを統一的に理解するため、研
究分担者の吉永氏、及びグラスゴー大学の Misha Feigin 氏と共同研究を開始した。Feigin 氏は
準不変式やそれと関連する有理 Cherednik 代数をはじめとする表現論・可積分系理論の専門家
である。この研究は非常に複雑で困難を極めたが、最終的にはこの四名の国際共同研究として、
多重コクセター配置の対数的ベクトル場にベクトル空間の双対空間をテンソルしたものが、対
応する準不変式環の鏡映表現部分と同じであることを示すことができた。これによりこれまで
知られていなかった、準不変式環の（鏡映表現部分の）不変式環上の基底が明示化された。更に
多重コクセター配置の基底は、斎藤恭司氏の原始微分を用いて構成されていたため、準不変式へ
の原始微分の作用というこれまで全くなかった新しい観点が導入され、可積分系理論に新しい
知見を加えることができた。更に逆に、準不変式環の自由性は有理 Cherednik 代数の作用から証
明されており、これは裏を返せば多重コクセター配置へも有理 Cherednik 代数が作用している
可能性を示唆している。よってこれらの作用を包括的に理解する枠組みの研究という新しい研
究分野を開拓することにも成功した。 
 のみならず我々は、多重ワイル配置の場合に対して、その上部構造といえるカタラン配置と、
やはり準不変式環の上部構造と見なせる trigonometric 準不変式環との間にも明確な対応を構
築することに成功した。こちらはまだ研究が始まったばかりであるが、今後当該分野における重
要な役割を果たすものと期待されている。 
 これら以外にも超平面配置の代数において、多数の重要な結果を本研究の中で証明すること
ができた。まずあげられるのは、超平面配置の加除定理という自由性に関する基本的な操作が組
み合わせ論的であることを示した研究代表者の結果である。これにより極めて大きなクラスに
おいて、自由性の組み合わせ依存性を主張する寺尾予想が正しいことが示され、当該分野に衝撃
を与えた。 
 続いて自由配置の近傍理論の構築が挙げられる。やはり研究代表者により、自由配置から一枚
超平面を除去した配置は、自由配置もしくは SPOG 配置という、よい自由分解を持つ配置である
ことが示された。これまで対数的ベクトル場の構造は、自由な場合か一般的な場合以外はほとん
ど知られていなかった。その中でこの SPOG 配置に関連した定理は初めて射影次元の組み合わせ
論的記述性に踏み込むもので、自由配置の近傍の情報は想像以上にわかる、ということを明確に
した。この理論は自由配置や対数的ベクトル場の構造解明に新しいツールを提供することとな
り、関連する研究が進展している。 
 その研究と関連して、対数的ベクトル場の構造、特に自由性が、実及び複素射影空間中の直線
配置の二重点の数えあげ問題と関連するという全く新しい知見を、やはり研究代表者は証明し
た。これは 2016 年に提唱された Anzis-Tohaneanu 予想を完全に解決するものであり、それは古
典的な予想・定理である Sylvester-Gallai の定理や Dirac-Motzkin 予想に代数幾何的な理解を
もたらすものとして、極めて重要である。 
 このほかにも多数の論文を執筆し、対数的ベクトル場の構造理論と幾何学、表現論及び基礎理
論に対して極めて大きな貢献をすることができた。研究の最終年度にはとりまとめのための大
規模な国際研究集会の開催を考えていたが、コロナ禍によりそれはかなわず、その点のみが残念



であったが、研究成果、発信、理論の発展という点から見れば、上述のように本研究計画は想定
を超える結果を得ることができた。よって本研究課題は大きな成功を収める形で終えることが
できたといえる。 
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