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研究成果の概要（和文）：格子理論的計算をおこなう各種のアルゴリズムを計算機上に実装し，代数幾何学のい
ろいろな幾何学的問題に応用した．特に双曲格子の直交群の部分群を計算する Borcherds 法を計算機上で実行
する環境を整え，いくつかのK3曲面およびエンリケス曲面の自己同型群の計算を行った．さらに得られた自己同
型群のネフ錐への作用から，その曲面の種々の幾何学的データを抽出した．また，与えられた組み合わせ論的デ
ータを持つ楕円K3曲面のモジュライの連結成分のリスト，エンリケス曲面上に現れる有理2重点の組み合わせの
リスト，などの基礎的なデータを作成した．

研究成果の概要（英文）：We wrote various computational procedures for computations in 
lattice-theory,and applied them to many geometric problems in algebraic geometry. In particular, we 
prepare several programs to perform Borcherds method,which calculate certain subgroups of orthogonal
 groups of hyperbolic lattices.Applying them, we calculated automorphism groups of several K3 
surfaces and Enriques surfaces,and distilled some geometric data of these surfaces.We also made 
basic data such as the list of connected components　of the moduli of elliptic K3 surfaces with 
given combinatorial data,or the list of combinations of rational double points that can appear on 
Enriques surfaces.

研究分野：代数幾何学

キーワード： K3曲面　エンリケス曲面　双曲格子　計算機　カンドル　p進微分方程式

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
K3曲面およびエンリケス曲面は代数曲面の分類において重要なクラスをなす．さらにK3曲面は数学のみならず理
論物理学においても重要な役割を果たす．したがってこれらの曲面の基礎的なデータを求めることは重要な仕事
であるが，より大切なことは，データを作成するための方法を整備し，必要な時に必要なデータを各研究者が自
分で計算機を用いて取得することができる環境をつくることである．本研究の成果は，これらの計算の特に格子
理論的な側面に対して，この目標の実現に資するものである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
体上の多項式環のネーター性に端的に示されているように，代数幾何学における多くの対象は
アルゴリズム的有限性を持つ．与えられた有限生成加群の生成元を明示的に求めるアルゴリズ
ムは，グレブナー基底の理論として現在非常に活発に研究が行われている．従って，代数幾何
学の問題の多く（例えば「与えられた特異点をもつ平面曲線の定義方程式を求めよ」）は，原
理的には，適切な入力のもとで計算機により解く事ができる．しかしながら現実には，計算量
の膨大さゆえに，ほとんどの場合には，単純なアプローチでは解を得ることができない．そこ
で，対象となる代数多様体特有の幾何学的性質を利用した実行可能なアルゴリズムを考案する
事が必要となる． 
 
 
２．研究の目的 
 
代数幾何学に現れる様々な問題，とくに K3 曲面，エンリケス曲面，ファノ多様体，ディスク
リミナント超曲面といった具体的な代数多様体の代数的・位相幾何学的諸問題に対し，「それ
を解決する計算機アルゴリズムは存在するか，もし存在するならばその計算量はどれくらいに
なるか，計算量を実行可能なものにするためにはどのような計算機プログラムを書けば良い
か」という観点からアプローチする．実行可能な問題に対しては高速のプログラムを書いて計
算を実行し，得られたデータから理論的重要性をもつ代数幾何学的事実を抽出するとともに新
しい現象の発見を目指す．この過程を通して，代数幾何学における計算機利用のための新しい
技法や汎用性の高いツールを蓄積していく． 
 
 
３．研究の方法 
 
それぞれの問題に対し，既存の数式処理システムを用いてアルゴリズムを実装し計算を行う． 
アルゴリズムの説明と計算結果の意義を論文にまとめるとともに，再現性と検証可能性を保証
するため，計算機への入力と計算結果のデータを研究代表者の web-page，もしくは公的なデー
タレポジトリーにおいて公開する．有用な計算機プログラムを書くためには理論的な視野の広
さが必要不可欠である．そのために，研究期間全体を通じて，(計算機とは直接の関係をもたな
い)研究集会に出席する，あるいは研究集会やセミナーを開催して(計算機を研究手段としては
使っていない)研究者を招聘する，などの方法により，新しい問題に関する情報の収集につとめ
る．各問題に対し，次のサイクルを繰り返す． 
(1) できるだけ一般的な状況に適用可能となる単純なアルゴリズムを考案する． 
(2) 既存の数式処理システムにより実装し，簡単な例で実験を行う． 
(3) 計算量が大きすぎる場合は，興味のあるいくつかの例に対し，それらの例のもつ特別な性
質を利用して計算量を縮減する事を試みる． 
(4) 計算を実行する． 
(5) 計算結果から幾何学的事実を抽出し，アルゴリズムの解説とともに論文にまとめる． 
(6) 計算機への入力と計算結果のデータを，データの内容の解説とともに公開する． 
 
 
４．研究成果 
 
研究代表者の島田は，以下の研究を行った．2016 年から使用を始めた数式処理システム GAP 
を用いて，おもに格子理論的計算における多くの基本的なアルゴリズムを書き，幾つかのライ
ブラリーを構成して，K3 曲面およびエンリケス曲面に関する計算をおこなった．Borcherds 法 
とは双曲格子 S を階数 26 のユニモデュラー双曲偶格子 L26 に埋め込んで， L26 の正錐に付
随した 25次元双曲空間の Conway によるタイル張りを用いることで S の直交群を計算するも
のである．この Borcherds 法を一般化して計算機上に実装し，多くの K3 曲面およびエンリケ
ス曲面の射影モデルおよび自己同型群の研究を行った．具体的には以下の仕事を行った． 
(1) スピノールノルムを計算する計算機プログラムを用いて，楕円 K3 曲面のモジュライ空間の
連結成分の計算を行った．この仕事は，2021 年度に，Hulek-Loenne により，楕円 K3 曲面
のモノドロミーとの関連を用いて精密化された． 
(2) 単純 Borcherds 型という射影 K3 曲面のクラスを設定し，その射影モデルの有界性を格子
理論的観点から明示的に求めた． 
(3) 塩田徹治氏との共同研究により，Fermat 4 次曲面が Fermat 型とは本質的に異なる定義方程
式をもつ別の非特異な 4次の偏極を持つことを示し，その定義方程式を求め，射影的自己同
型群および正標数への還元などを調べた． 
(4) Davide Veniani との共同研究において，小さな discriminant の超越格子を持つ特異 K3曲
面に対し，その曲面が持つエンリケス対合をすべて求めた． 
(5) Igor Dolgachev との共著論文において 15 個の通常 2 重点をもつ 4次曲面の自己同型群



の生成系と関係式を完全に記述した． 
(6) レベル 4 の楕円モデュラー曲面とその標数 3 における還元について，還元により自己同型
群がどのように変化するかを調べた． 
(7) エンリケス曲面の上に現れる有理 2重点の組み合わせのリストを作成した． 
(8) Simon Brandhorst との共同研究において，階数 10 のユニモデュラー双曲偶格子 L10 を
乗法因子 2でスカラー変換して得られる格子 L10(2) の L26 への埋め込みをすべて求め，
これらが Borcherds 法に適した正錐のタイル張りをもつことを示した．これにより多くの
エンリケス曲面の自己同型群の計算は著しく簡明になる．広いクラスのエンリケス曲面に対
してこの計算を実行した．金銅誠之氏により，この L10(2)上のタイル張りのリストは標数 2 
のエンリケス曲面の自己同型群と関連を持つことが指摘された． 
(9) Alex Degtyarev との共同研究において，高次元の Fermat 多様体の中間次元の整数係数 
Hodge クラスの生成元を調べた． 
 
 
研究分担者の高橋は以下の研究を行った．カンドル多様体上の加群の分類に関して，無限小の
代数上の表現との対応を示した．また，整数環の素イデアルのなすカンドルからの整数環の復
元について調べた．対数的 BPS 不変量については，局所不変量との関係や得られる不変量が境
界との共有点に依存しない現象，退化した曲線の寄与などについて共同研究を行った． 
 
研究分担者の木村は Mao Sheng および Mingwei Zhang との共同研究において Chow group が 0 
の非特異射影多様体の zero cycles の有界性についての研究を行った． 
 
研究分担者の宮谷は p-進微分方程式，中でも p-進超幾何微分方程式に関する研究をおこなっ
た．p-進微分方程式のうち，フロベニウス構造を持つもの（正確には過収束 F-アイソクリスタ
ル）は過ホロノミックである（コホモロジー的有限性にまつわるよい性質をもつ）ことが分か
っていたが，フロベニウス構造を持たない場合については基本的なものを除いて知られていな
かった．本研究では超幾何微分方程式に着目することで，フロベニウス構造を持たないが過ホ
ロノミックである p-進微分方程式が系統的に得られている． 
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