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研究成果の概要（和文）：組みひも群のホモロジー表現は，点付き円板の写像類群としての，配置空間のアーベ
ル被覆のホモロジー群への作用として
定義され，Krammer, Bigelowらによって研究された．KZ方程式の解の超幾何関数による積分表示を用いて，組み
ひも群のホモロジー表現とKZ方程式のモノドロミー表現との関連を明らかにした．共形場理論の場合は共形ブロ
ックへの組みひも群の表現は量子群の1のベキ根における表現の対称性をもつ．この場合に，積分サイクルの構
造を詳しく調べて，KZ方程式が，代数多様体の周期積分の満たす微分方程式として表されること，つまり，
Gauss-Manin接続として表示されることを示した．

研究成果の概要（英文）：Homological representations of braid groups are defined as the action of 
homeomorphisms of a punctured disk on the homology of an abelian covering of its configuration 
space. These representations were extensively studied by Krammer and Bigelow. I described a relation
 between homological representations of braid groups and the monodoromy representations of KZ 
connections based on solutions of the KZ equation expressed by hypergeometric integrals.I also 
studied the case of resonance at infinity appearing in conformal field theory and investigated the 
structureof integration cycles. In this case I described the symmetry by quantum groups at roots of 
unity. I showed that the KZ equation is represented as a differential equation satisfied by period 
integrals for certain algebraic varieties,and is expressed as a Gauss-Manin connection. 

研究分野： 位相幾何学，数理物理

キーワード： 量子群　共形場理論　超幾何積分　反復積分　組みひも群

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
組みひも群，曲面の写像類群の幾何学的量子表現の理論をより深化させて，幾何学的群論などの問題にフィード
バックしていくことが期待される．本研究によって，量子位相不変量についての幾何学的な理解が深まり，曲面
結び目の不変量を構成するなどの成果を挙げ，低次元トポロジーの新しい研究手法がもたらされた．また離散群
のユニタリ表現の組織的な構成方法が与えられ，これは量子計算の基礎に寄与するものである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
近年の幾何学と数理物理学の相互作用の一つの側面として，Jones 多項式の発見を契機とした位
相幾何学と共形場理論などに関わる新たな潮流が挙げられる．Jones 多項式は，当初は作用素環
論の枠組みで発見されたが， KZ 方程式のモノドロミー表現を用いても構成され，研究代表者
と Drinfeld によるモノドロミー表現の量子群による対称性の研究により，共形場理論，量子群
の表現論などとの関係が明らかにされた．また，Witten によって，Chern-Simons ゲージ理論
の分配関数として，Jones 多項式が 3 次元多様体の位相不変量に拡張されることが提唱され，そ
れは，Reshetikhin-Turaev による量子群の 1 のベキ根における表現論を用いた Dehn 手術によ
る記述，研究代表者による，多様体の Heegaard 分解と共形場理論に現れる写像類群の表現を用
いた構成として，数学的に確立した．一方，研究代表者による KZ 方程式のモノドロミー表現の
反復積分による記述は，結び目に対する Kontsevich 積分として発展し，Vassiliev による研究を
発端とする，有限型位相不変量の研究が活発に行われるようになった．Le-Murakami-Ohtsuki
により，Drinfeld associator を用いた Kontsevich 積分の記述から，ホモロジー3 球面の有限型
位相不変量が組織的に構成され，これは LMO 不変量とよばれ，量子位相不変量の研究を発展さ
せた．また，配置空間のアーベル被覆のホモロジーへの組みひも群の作用として，Bigelow と
Krammer によって組みひも群が線形群に埋め込めることが証明された．研究代表者は，このよ
うなホモロジー表現と KZ 方程式のモノドロミー表現との関係を，超幾何積分を用いた記述によ
り明らかにした．現在，結び目と 3 次元多様体の位相不変量の理論は Khovanov ホモロジーに
よる Jones 多項式の圏化，シンプレクティック幾何学を用いた，Heegaard-Floer ホモロジーの
構成など新たな段階を迎えている．本研究では，K.-T. Chen による反復積分の理論に現れる，
ホモロジー接続の理論を用いて，多様体の高次の homotopy groupoid の表現論を構成し，その
応用として，組みひもの間のコボルディズムのなす，2-category の表現を構成することをめざし
た．  
 
２．研究の目的 
1980 年代半ばの Jones 多項式の発見以降，結び目と 3 次元多様体の位相不変量の研究に関する
新たな手法が発展し，位相幾何学のみならず，作用素環論，量子群の表現論，共形場理論，可解
格子模型などの数理物理の分野，数論におけるガロア表現など広範な領域と関わって発展して
きた．特に，研究代表者と Drinfeld による，KZ 方程式のモノドロミー表現の量子群による対称
性は，この分野の発展を牽引してきた．本研究では，モノドロミー表現を高次の圏に拡張して，
組みひもの間のコボルディズムの表現に応用すること，さらに，このような表現の配置空間のラ
グランジュ部分多様体が表すサイクルへの作用ととらえて，組みひも群のモノドロミー表現と
ラグランジュ多様体から構成される A 無限大圏への作用との関係を明らかにすることを目的と
する． 
 
３．研究の方法 
研究代表者は，組みひも群と写像類群の幾何学的表現論，共形ブロックの空間の周期積分による
表示の研究を行い，反復積分の理論を用いて，位相場の理論の枠組みの高次の圏への拡張をめざ
して，本研究を統括した．研究分担者，逆井卓也は森田茂之らと共同で，曲面の写像類群のコホ
モロジー群および Johnson 準同型などに代表される写像類群の表現論およびリーマン面のモジ
ュライ空間の幾何学の研究において優れた業績を挙げている．ここでは Kontsevich によって展
開された形式的シンプレクティック幾何学の理論および微分リー代数の手法が用いられている．
本研究における共形場の理論においては，リーマン面のモジュライ空間の幾何学および写像類
群の表現論が不可欠であり，その観点から本研究を推進した．また，逆井卓也は，研究代表者と
東京大学におけるトポロジー火曜セミナーを共同で運営する．研究分担者，加藤晃史は，寺嶋郁
二と共同で，quiver とよばれるグラフの分配関数においてクラスター代数などの手法を用いた
著しい成果を挙げている．また，加藤晃史は，弦理論などに代表される現在の数理物理の発展に
精通しており，位相場の理論の構成の観点から本研究に参画した． 
 
４．研究成果 
組みひも群のホモロジー表現は，点付き円板の写像類群としての，配置空間のアーベル被覆のホ
モロジー群への作用として定義され，Krammer, Bigelow らによって研究された．KZ 方程式の解
の超幾何関数による積分表示を用いて，組みひも群のホモロジー表現と KZ 方程式のモノドロミ
ー表現との関連を明らかにした．共形場理論の場合は無限遠でレゾナントであり，共形ブロック
への組みひも群の表現は量子群の 1のベキ根における表現の対称性をもつ．この場合に，積分サ
イクルの構造を詳しく調べて，KZ 方程式が，代数多様体の周期積分の満たす微分方程式として
表されること，つまり，Gauss-Manin 接続として表示されることを示した．多様体の基本群の線
形表現は，平坦ベクトル束のホロノミー表現と対応するが，この構成を，高次圏に拡張する 
研究を行なった．具体的には，K.-T.~Chen による形式的ホモロジー接続を用いて，高次のホモ



 

 

トピー亜群の高次圏としての表現に拡張した．特に，超平面配置について，形式的ホモロジー接
続を具体的に記述し，超平面配置の補集合の 2次ホモトピー型について調べた．また，配置空間
の場合に，高次の KZ 接続を定義し，さらに，これまでに得られていた KZ 方程式のモノドロミー
表現と量子群との関係を高次圏に拡張することについて研究した．応用として組みひもコボル
ディズムのなす圏の表現を構成し，Kontsevich 積分の 2 次の圏への拡張として，曲面組みひも
とよばれる 4次元空間内の曲面の位相不変量を定義した． 
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