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研究成果の概要（和文）：宇宙論において考察される一様等方時空において、様々な自己相互作用を表す非線形
項を持つ場の方程式を考察し、初期値問題の適切性理論（解の一意存在、解の漸近挙動、爆発解の存在）を構築
した。その過程において、一様等方時空における偏微分方程式の線形評価と非線形評価の構築を行った。本研究
により、空間の膨張あるいは収縮の効果について、偏微分方程式論を用いた特徴づけを行うと共に、非線形偏微
分方程式の解挙動に与える効果を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：Field equations with nonlinear terms representing various self-interactions 
were considered in homogeneous and isotropic spacetimes considered in cosmology, and the theory of 
the well-posedness for initial value problems (unique existence of solutions, asymptotic behaviors 
of solutions, and existence of blowing-up solutions) has been constructed. In the process, we 
constructed linear and nonlinear estimates for partial differential equations in homogeneous and  
isotropic spacetimes. Through this study, we characterized the effects of the expansion or 
contraction of spaces using the theory of partial differential equations, and their effects on 
behaviors of solutions of nonlinear partial differential equations.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 偏微分方程式　非線形　波動方程式　分散型方程式　クライン・ゴルドン方程式　アインシュタイン方
程式　一様等方時空

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
宇宙論におけるダークエネルギーが注目される中で、非線形偏微分方程式論においても、空間が膨張あるいは収
縮する場合の方程式の解の挙動についての研究が、開拓的に発展している。べき乗型の非線形項を持つクライ
ン・ゴルドン方程式の解の大域可解性の研究を中心として、指数関数型やハートリー型の非線形項も対象とし
て、シュレディンガー方程式とマクスウェル方程式にも理論を展開した。空間の膨張あるいは収縮についての解
析方法を構築する意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
ミンコフスキー時空のように、膨張も収縮もしない時空における非線形偏微分方程式の研究

については、これまで多くの研究が行われている。近年、宇宙論におけるダークエネルギーに見
られるように、空間の膨張あるいは収縮が起こる場合での非線形偏微分方程式の研究に、開拓的
な進展が見られるようになってきた。膨張あるいは収縮する空間において、相互作用する波のよ
うな非線形波が如何に伝播するかは、不明な部分が多く、数学的にその扱い方を示す方法論の構
築が求められている。膨張あるいは収縮する空間は、時空計量により表現されることから、幾何
学的方法が有効である一方で、時空計量の時間発展、または、そうした時空を背景とした波の伝
播の時間発展を解析するためには、偏微分方程式論が有効である。自己相互作用を表す非線形項
を持つクライン・ゴルドン方程式の初期値問題について、基本解を用いた解表示や、基本的な解
の存在定理が示された一方で、更に踏み込んだ詳細な研究が必要となった。 

 
２．研究の目的 
 
本研究は、宇宙論に関わるアインシュタインの重力場方程式を、解析学の方法に基づいて考察

する。この方程式の宇宙項は、空間の膨張と収縮を表すが、物理的正体は全く不明である。本研
究は、アインシュタイン方程式を用いて、時空計量と非線形場方程式を導出することから始め、
その初期値問題の適切性理論（解の一意存在、解の漸近挙動、爆発解の存在）の構築まで、一貫
した研究を行う。膨張・収縮する空間において、非線形波が如何に伝播するかを詳細に明らかに
することが目的である。 
 
３．研究の方法 
 
研究方法は、実解析、調和解析を中心とする偏微分方程式論に基づく。本研究では、アインシ

ュタイン方程式を満たす一様等方計量から非線形場方程式を導出し、線形評価と非線形評価の
構成を通して、初期値問題の適切性理論を構築した。特に、不動点定理を用いて方程式の解の存
在を示す縮小写像法、時間大域解が線形解に漸近するかを示す漸近展開法、有限時間に解が爆発
する場合の爆発解析の構築を行った。膨張あるいは収縮する空間の典型例として、ド・ジッター
時空を考察し、スカラー場であるクライン・ゴルドン方程式をトイ・モデルとして、上記方法を
適用し、その後、一般のフリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空の場合へと
展開した。また、非線形クライン・ゴルドン方程式の非相対論的極限である非線形シュレディン
ガー方程式、ならびに、ベクトル場である非線形プロカ方程式の場合への展開を行った。 
 
４．研究成果 
 
初年度は、アインシュタイン方程式におけるエネルギー・ストレス・テンソルの典型的な例を

考察し、そこから導出される時空計量を持った背景時空における非線形スカラー場についての
非線形場方程式を導出した上で、得られた方程式の初期値問題を考察し、空間の膨張と収縮がも
たらす効果について、偏微分方程式論を用いた研究を行った。得られた方程式のエネルギー評価
を構成することで、空間の膨張または収縮による効果を、消散または反消散効果として特徴付け
た。非線形場方程式の非相対論的極限を考察することで、非線形シュレディンガー方程式も対象
とし、次の研究を行った。尺度不変性の意味で臨界な相互作用を表す多項式型の非線形項を持つ
シュレディンガー方程式の初期値問題を考察した。初期値をソボレフ空間から与える場合、関数
の正則性と非線形項のオーダーの関係を、方程式の構造と次元解析から考えて最適となる条件
の下で、小振幅時間大域解の存在を示した。時間微分可能性を考慮したストリッカーツ評価の改
良に取り組み、べき乗型で尺度不変な非線形項を持つシュレディンガー方程式の初期値問題を
考察し、ソボレフ空間に属する初期値の高周波部分が十分小さければ、初期値問題は、時間大域
解を持つことを示した。この結果を発展させ、Trudinger-Moser 型の臨界指数関数型非線形項を
考察し、初期値の高周波部分が小さければ、時間局所解が得られることを示した。本研究の成果
を論文として発表し、経過報告を国際研究集会と国内研究集会で発表するとともに、参加した研
究者と研究動向、問題点、解決方法について研究討論を行った。 
 
次年度は、引き続き、一様等方時空における非線形偏微分方程式の初期値問題について、考察

した。非線形クライン・ゴルドン方程式、非線形シュレディンガー方程式と共に、電磁場中に質
量を持つ粒子の運動を記述する非線形場方程式の導出とエネルギー評価について考察した。ラ
グランジアンからの変分原理に基づいた方程式を導出すると共に、エネルギー密度関数の発散
形式が得られるかについて考察した。オイラー・ラグランジュ方程式とエネルギー密度関数の関
係において、エネルギー密度関数が非負となるための計量のスケール関数の性質を考察した。
ド・ジッター空間が有界領域の場合に、線形評価としてストリッカーツ型評価とエネルギー評価



を構成し、非線形偏微分方程式の初期値問題を考察した。ハッブル定数と非線形項の増大度を表
す指数の間に、ある特別な関係式が成り立つ場合に、大域解が得られることを示した。非線形項
が共形指数の場合に、爆発解が得られるかについて考察した。エネルギー・ストレス・テンソル
の保存則から従う非線形偏微分方程式について考察した。この場合、ベクトル場の方程式となり、
共変微分の交換子が問題となるが、エネルギー評価を構成し、空間膨張が消散効果をもたらすこ
とを示した。非相対論的極限として得られる方程式も導出し、エネルギー評価を構成した。本研
究の成果を論文として投稿し、研究経過を国際研究集会と国内研究集会で発表した。研究集会で
は、参加した研究者と研究動向、問題点、解決方法について討論を行った。また、研究集会を開
催し、関連研究を調査すると共に、共通課題について討論を行った。 
 
３年度は、アインシュタイン方程式を満たす一様等方計量が表す膨張または収縮する空間に

おいて、より一般の非線形の波動方程式と分散型方程式を導出し、そのエネルギー評価と初期値
問題の適切性理論の構築を通して、空間変動の特徴と効果の解明に取り組んだ。エネルギー評価
においては、消散項に着目し、空間膨張が消散効果をどのように引き起こすかの定量的評価の構
成を行った。初期値問題においては、方程式の解の存在における非線形指数と時空計量の間に成
り立つ関係式を明らかにした。また、方程式の解の漸近挙動が、空間変動により、どのような影
響を受けるかを考察した。方程式の導出において、ラグランジュ形式と非相対論的極限に基づい
た系統的な手法を用いることで、非線形波動方程式と非線形分散型方程式の統一的な導出方法
を示した。非線形波動方程式と非線形分散型方程式の初期値問題における一様等方計量の効果
の基本的な性質を明らかにするために、変数係数の波動方程式と分散型方程式に対する線形評
価を考察した。この線形評価において、空間の膨張が消散効果を生み出すことを、定式化して明
らかにした。非線形評価に関して、エネルギー評価に基づく実解析的評価を構成し、線形評価と
非線形評価を組み合わせることで、初期値問題の適切性理論を構築した。また、ド・ジッター時
空における非線形拡散方程式の漸近挙動について解析した。本研究の成果を論文として投稿し、
研究経過を国際研究集会と国内研究集会において発表した。また、相対論に係る数学的研究を行
っている海外研究者と国内研究者を招聘して、研究集会を開催し、関連研究を調査すると共に、
研究討論によって、本研究課題の進展を図った。 
 
４年度は、昨年度までの研究を継続しつつ、次に取り組んだ。(1) 複素変数空間においてアイ

ンシュタイン方程式を考察することで、一様等方計量を持つ時空間における非線形場方程式を
導出した。複素変数空間における座標の取り方に応じて、楕円型と双曲型の方程式がそれぞれ導
出されることを示した。更に、非相対論的極限を取ると、拡散方程式とシュレディンガー方程式
が導出されることを示した。非線形場方程式のエネルギー保存則を調べることにより、一様等方
計量の空間膨張と空間収縮の役割を調べ、空間膨張が消散効果を持つことを明らかにした。(2) 
ハッブル定数が正のド・ジッター空間における非線形クライン・ゴルドン方程式の解の挙動の数
値計算を行った。クランク・ニコルソン・スキーム、ルンゲ・クッタ・スキーム、構造保存型ス
キームの数値計算を行うことにより、構造保存型スキームの優位性を示すと共に、方程式の解の
挙動とエネルギーの挙動の数値計算を示した。解の振幅が急激に抑えられる様子、および、エネ
ルギーが指数関数的に減少することを示した。(3) ド・ジッター時空における非線形拡散方程式
の初期値問題の時間大域可解性を考察した。また、その漸近挙動ならびに大域解の非存在につい
ても考察した。(4) 非線形プロカ方程式を、一様等方計量を持つ時空間で導出し、エネルギー評
価を構成して初期値問題を考察した。輻射ゲージの下で方程式を定式化する一方で、空間が膨張
する場合に、方程式に消散項が表われることを確認した。以上において、まとまった研究の成果
を論文として投稿し、研究経過を国際研究集会と国内研究集会において発表した。また、相対論
に関わる数学的研究を行っている海外研究者と国内研究者を招聘して、研究集会を開催し、関連
研究を調査すると共に、研究討論によって本研究課題の進展を図った。 
 
最終年度は、昨年度までの研究を継続すると共に、研究総括として、次に取り組んだ。(1) ア

インシュタイン方程式から定まる一様等方計量を持つ時空において、非線形場の非相対論的極
限を考察した。極限方程式の初期値問題を考察し、大域解と爆発解をソボレフ空間において考察
した。空間の膨張の役割を、極限方程式の消散構造として特徴付けした。複素化された計量を用
いることにより、拡散方程式とシュレディンガー方程式を統一的に導出し、解析を行った。この
結果は、アインシュタイン方程式に基づいた拡散方程式とシュレディンガー方程式の統一的な
導出方法を初めて示したものである。(2) ド・ジッター時空を背景時空として、非線形拡散方程
式の初期値問題を考察した。小さい初期値に対する時間大域解の存在と漸近挙動を示した。ハッ
ブル定数が零でない場合に、藤田指数と呼ばれる非線形指数が現れないことを示した。空間が膨
張あるいは収縮する場合には、消散効果が強く表れ、非線形効果を打ち消すものと解釈できるこ
とを示した。(3) 一様等方空間における相対論的流体の方程式の非相対論的極限として、速度の
遅い流体に対するナヴィエ・ストークス方程式を導出し、エネルギー評価における空間の膨張・
収縮効果を示した。同様に弾性体方程式に対しても考察した。(4) ド・ジッター空間において、
非線形プロカ方程式を導出して、その初期値問題をソボレフ空間において考察し、小振幅時間大
域解の存在を考察した。特に、ハッブル定数が正の場合には、べき乗型非線形項の指数は 1以上
であれば大域解は存在し、藤田指数と呼ばれる指数が表われないことを示した。(5) 研究成果の



一つであるド・ジッター空間におけるハートリー型非線形項を持つクライン・ゴルドン方程式の
初期値問題についての結果を、日本数学会において発表した。 
 
 以上の研究により、空間の膨張が、偏微分方程式論における消散項に近い性質をもたらすこと
を示した。特に、エネルギー評価において、著しい放物型的効果が生み出されることを明らかに
した。また、ミンコフスキー空間に見られる非線形項と拡散項の間の関係式として知られる藤田
指数に、大きな変更が見られることを示した。特に、膨張するド・ジッター時空においては、藤
田指数が消失することを明らかにした。偏微分方程式論では、藤田指数の研究が、その後の発展
に大きく寄与することが知られており、本研究での成果は、その基本的な土台を整備したことに
相当する。 
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