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研究成果の概要（和文）：本研究期間中に次の3つの成果が得られた。(1)Riemann予想を仮定したとき、
Euler-Zagier double zeta-function Z(s)の臨界線Re(s)=1/2上での値分布の2次元稠密性が成り立つことを証明
した。(2)Yonbook Lee氏（Incheon大学）との共同研究により、異なる代数的無理数に付随するHurwitz zeta関
数の値分布の独立性を証明した。(3)名越弘文氏（群馬大学）との共同研究により、実指標に付随するDirichlet
 L関数間の同時普遍性定理を得た。その応用として、2次体の類数の独立性が得られた。

研究成果の概要（英文）：In this period, I obtained the following three results. (1) Under the 
Riemann hypothesis, I obtained the 2-dimensional denseness of the set of values of Euler-Zagier 
double zeta function on the critical line. (2) I and Professor Yonbook Lee proved a joint denseness 
of value-distributions of Hurwitz zeta functions associated with algabraic irrational real numbers 
which are linearly independent over the rational number field. (3) I and Professor Hirofumi Nagoshi 
proved the joint universality theorem for Dirichlet L-functions associated with real Dirichlet
characters.

研究分野： 解析的整数論

キーワード： ゼータ関数　値分布　普遍性
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研究成果の学術的意義や社会的意義
結果(1)(3)の学術的意義について説明する。(1) Riemann zeta 関数ζ(s)と関数Z(s)の領域Re(s)>1/2内での挙
動はかなり似通っていることが知られている。一方、臨界線Re(s)=1/2上ではζ8s)の値分布の2次元稠密性は成
立しないことが知られている。結果(1)は臨界線上ではζ(s)とZ(s)の挙動がはっきりと異なっていることを示し
ている。(3) d_j（1≦j≦r）を異なる正の判別式としたとき、2次体の類数のベクト(h(dd_1),,,h(dd_r))は判別
式dの変動に伴い、r次元稠密性を示す。複数の類数の多次元値分布を扱った結果はこれが始めてである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 解析的整数論の重要な研究対象として、素数についての無限積表示を有する数論的ゼータ関
数が挙げられる。素数分布はゼータ関数の零点分布との間には強い相関性があり、零点分布は
ゼータ関数研究の最も中心的な研究課題である。零点分布に関しては、「ζ(s)の全ての複素零
点は臨界線 Re(s)=1/2 上存在する」という Riemann 予想がよく知られている。一方で、帯領域
D:1/2<Re(s)<1 におけるゼータ関数の統計的挙動を扱う値分布についても興味深い性質が幾つ
か知られている。代表的なものとしては、「D上の任意の正則関数 f(s)に対し、実数τを適当に
取れば、f(s)はζ(s)の垂直方向への平行移動ζ(s+iτ)により D上広義一様近似できる」とい
う普遍性定理が挙げられる。 
 上述した 3つの側面のいずれについても、複数のゼータ関数間で独立性が成り立つと考えら
れている。例えば、Selberg は数論的ゼータ関数の族「Selberg 類」を考案し、この中では係数
の直交性を表す素数定理型評価式が成り立つと予想している。この予想の下で
Bombieri-Perelli は異なるゼータ関数は非共通零点を正の密度で持つことを証明している。ま
た Lee- Nakamura-Pankowski は同予想の下で、任意個数の異なるゼータ関数に対し、領域 D内
での値分布の独立性を表す「同時普遍性定理」が成立することを証明している。 
 
２．研究の目的 
本研究の主目的は２つある。１つは数論的ゼータ関数間の独立性を「零点分布」「値分布」「係

数に対する素数定理型評価式」の３つの側面から確認することである。もう１つの目的は各独
立性から多重ゼータ関数について対応する結果を得ることである。目的達成に向け、以下の５
つの研究項目を掲げた。①Riemann zeta 関数の零点を変数としたとき、複数のゼータ関数が示
すと予想される同時普遍性の証明。②複数のゼータ関数の零点を変数としたとき、Rimann zeta
関数の挙動が示すと予想される同時普遍性の証明③上記の同時普遍性から導かれる多重ゼータ
関数の挙動の調査④保型Ｌ関数のフーリエ係数の符号が示す独立性の解明⑤Lee- 
Nakamura-Pankowski の結果を数論的パラメーター化し証明、代数的な結果を導く。 
 
３．研究の方法 
(1) 2016 年度 
 前半期は研究項目①に取り組み、後述する研究成果(2)(3)が得られた。後半期は研究項目⑤
に関連した共同研究を名越弘文氏（群馬大学）と共に行い、研究成果(1)を得た。また雑誌論文 
[1]を執筆、投稿した。 
(2) 2017 年度 
 前半期は研究項目①に取り組み、研究成果(4)を得た。また後半期は、韓国の Incheon 大学を
訪問し、Yoonbok Lee 氏と Hurwitz zeta 関数の値分布についての共同研究を行い、研究成果(5)
を得た。 
(3) 2018 年度 
 前半期は Y. Lee 氏、Raivydas Simenas 氏（Vilnius 大学、リトアニア）を迎え、共同研究を
行った。Lee 氏とは成果(5)についての論文執筆に取り組み、Simenas 氏とは Selberg zeta 関数
の値分布に取り組んだ。後半期は名越氏との共同研究で成果(6)を得て、論文を執筆、投稿した。 
 
４．研究成果 
 本研究期間中に以下の 6つの成果が得られた。 
(1) Dirichlet 指標の変動に伴う Dirichlet L 関数の同時普遍性定理 
 名越氏との共同研究により次の結果が得られた。λ_j(1≦j≦r)を相違なる Dirichlet 指標と
する。K を領域 1/2<Re(s)<1 内の単連結コンパクト集合、f_j(s)(1≦j≦r)を K上零点を持たな
い正則関数としたとき、適切な指標χを選べば、各 f_j(s)は指標の積に付随する Dirichlet L
関数 L(s,χλ_j)により一様近似することが可能となる。またこの結果の応用として、
Dirichlet L 関数の線形和を適当な指標で twist すると、領域 D 内で任意個数の零点を持つこ
とが示された。この結果については雑誌論文[2]にまとめている。 
 
(2) ζ(s)の零点虚部を変数としたときの Dirichelt L 関数の同時普遍性定理 
Riemann 予想を仮定したとき、ζ(s)の複素零点は 1/2+iγと表される。報告者は以前、γと

素数分布の関連を示す Landau の公式を利用することで、与えられた正則関数 f(s)に対し、平
行移動ζ(s+iγ)が f(s)を一様近似するような零点虚部γが正の密度で存在することを証明し
た。この手法を一般化することで、報告者は次の結果を得た。λ_j(1≦j≦r)を相違なる
Dirichlet 指標とする。Kを領域 1/2<Re(s)<1 内の単連結コンパクト集合、f_j(s)(1≦j≦r)を
K 上零点を持たない正則関数としたとき、適切な零点虚部γを選べば、各 f_j(s)は 
L(s+iγ,λ_j)により一様近似することが可能となる。この結果については学会発表④で報告し
た。 
 
(3) ζ(s)の零点虚部を変数としたときの Hurwitz zeta 関数の普遍性定理 
実数 0<α≦1に対し、Hurwitz zeta 関数ζ(s,α)が定義される。αが超越数である場合、 

ζ(s,α)と logζ(s)の値分布に関しては似通った挙動を示すことが知られている。報告者はこ



の点に着目し、(2)で用いた手法を応用して、任意の正則関数がζ(s+iγ,α)で D上広義一様近
似できるような零点虚部γが存在することを証明した。この結果について学会発表③で報告し
た。 
 
(4) 臨界線上での Euler-Zagier double zeta 関数の値分布の 2次元稠密性 
 多重ゼータ関数の中で最も古典的かつ重要なものとして Euler-Zagier double zeta 関数 
ζ_2(u,v)が挙げられる。1変数関数 Z(s)=ζ_2(s,s)と Riemann zeta 関数ζ(s)との間には代数
的な関係式が成立することから、値分布について多くの類似した性質が成立する。例えば
Nakamura(2010)はζ(s)の普遍性定理から、領域 D 内で Z(s)も普遍性を有することを証明して
いる。一方、臨界線 Re(s)=1/2 上でのζ(s)の値分布については、Garunkstis-Steuding は点 
(ζ(1/2+it),ζ’(1/2+it))全体の集合は C^2 内で稠密とならないことを得ている。 
 報告者は成果(2)(3)で述べた手法をより精密化することで、点(Z(1/2+it), Z’(1/2+it)) 
全体の集合が C^2 内で稠密となることを証明した。この結果は領域 D内とは異なり、臨界線上 
では Z(s)とζ(s)は異なった挙動を示すことを意味している。この結果について学会発表②で 
報告した。 
 
(5) 代数的無理数に付随する Hurwitz zeta 関数の値分布の独立性 
 αが代数的無理数の場合、ζ(s,α)の値分布については不明な点が数多く残されている。 
報告者は以前(2008)、半平面 Re(s)>1 上ではζ(s)とζ(s,α)との間に値分布の独立性が成立す
ることを証明した。本研究期間中に Y. Lee 氏との共同研究において上記結果を改良し、代数的
無理数α_j(1≦j≦r)間に Q 上の独立性を仮定するならば、対応するζ(s,α_j)間に Re(s)>1
における値分布の独立性が成立することを証明した。本結果については学会発表①で報告して
いる。また論文を雑誌 Journal of the Mathematical Society of Japan に投稿、掲載が決定し
ている。 
 
(6) 実指標に付随する L関数の同時普遍性と類数分布の稠密性 
 名越氏との共同研究で次の結果を得ている。e_j(1≦j≦r)を相異なる正の判別式とする。 
集合 K, 関数 f_j(s)は成果(1)と同じ仮定を満たすものとする。このとき適切な判別式 dを選べ
ば、各 f_j(s)は Dirichlet L 関数 L(s,Χ_j)により一様近似できる。ここでΧ_j は積 de_j を
法とする実 Dirichlet 指標ある。この結果の応用として、r個の 2次体の判別式の列 
{h(de_j):d>0}(1≦j≦r)の r 次元空間における値分布の稠密性が得られる。複数の類数の値分
布を扱った結果は殆ど知られておらず、特に重要な結果であると我々は考えている。本結果に
ついての論文は現在雑誌 Mathematische Zeitschrift に投稿中である。 
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