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研究成果の概要（和文）：多変数の保型形式は重要な研究対象であるが、その研究は一般的に１変数の場合と比
べてかなり困難である。本研究は、ヤコビ形式などを用いる研究代表者独自の研究手法により、多変数の保型形
式について、今まで以上の知見を得る目的で行なわれた。研究期間中に得られた成果は次のとおりである。
「重みおよび指数を実数に拡張した弱ヤコビ形式の構造定理」「混合重みヒルベルト保型形式のなす加群の構造
の決定」「弱ヤコビ形式のマースリフトの構成」

研究成果の概要（英文）：Although automorphic forms of several variables are important research 
subjects, their research is generally more difficult than in the case of one variable. This research
 work was conducted with the purpose of obtaining more knowledge about automorphic forms of several 
variables by the researcher's own research method using Jacobi forms. The results obtained during 
this research period are as follows:
`Struture theorem of Jacobi forms of real weights and indces' `Determination of the structures of 
mixed weight Hilbert modular forms' `A construction of Maass lift of weak Jacobi forms'.

研究分野： 保型形式
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多変数の保型形式は、整数論のみならず幾何学においても重要な研究対象であり、さらに近年では素粒子論にお
いても使われはじめている。本研究では、いくつかの多変数の保型形式について、それはどのくらいあるのか、
また具体的にどのような形をしているのかという問いに回答を与えた。これは保型形式そのものに関する疑問を
解決したにとどまらず、上述の諸分野の研究に進展をもたらすものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
多変数の保型形式は、整数論のみならず幾何学においても重要な研究対象であり、さらに近年
では素粒子論においても使われはじめている。特に、１変数の保型形式と多変数の保型形式の
間、あるいは多変数の保型形式どうしの間には、齋藤-黒川リフトなど、整数論的に非常に興味
深い対応がいろいろと知られており、あるいは予想されており、その研究は整数論のなかでも
特に重要なテーマのひとつである。もっとも、多変数の保型形式の研究は、一般的に１変数の
場合と比べてかなり困難であり、１変数では解決されている多くの予想が、多変数では未解決
であったり、定式化すらされずに残されたりしている。しかし近年、申請者を含む多くの研究
者により、多変数の保型形式を比較的簡単に扱えるケースが次々と見つかってきた。たとえば、
Borcherds による無限積を用いた保型形式の構成は、ムーンシャイン予想を解決しただけでな
く、整数論のさまざまな分野に応用され、また、Ｋ３曲面のモジュライの記述などにも大いに
貢献した。研究代表者も、フーリエ・ヤコビ展開を用いて保型形式を調べる手法を開発し、保
型形式環の構造決定問題などに成果をあげていた。他にも多くの研究者が多変数の保型形式を
対象にさまざまな研究成果をあげはじめており、さらなる研究の発展が期待されている状況で
あった。 
 
２．研究の目的 
 
前項で述べた学術的背景のもとに、本研究は、フーリエ・ヤコビ展開やヤコビ形式などを用い
る研究代表者独自の研究手法をよりいっそう深化させることにより、多変数の保型形式につい
て、今まで以上の知見を得ようとするものである。申請時点では、次のような項目を、具体的
な研究テーマとして考えていた。 
・多変数保型形式およびヤコビ形式におけるヘッケ作用素や跡公式の精密化 
・Borcherds 型の無限積を使った多変数保型形式の構成法の一般化、特徴付け、および拡張 
・形式的なフーリエ・ヤコビ展開の収束性 
・無限次元リー環の分母公式と保型形式との関連性の研究 
・IV 型以外の領域で定義された多変数保型形式への応用 
 
３．研究の方法 
 
多変数の保型形式を明示的・構成的に調べる手段として当初想定していたことは、保型形式の
フーリエ・ヤコビ展開と、その係数としてあらわれるヤコビ形式を詳しく調べることであった。
実際、最も基本的な場合である２次のジーゲルモジュラー形式についての研究はすでにある程
度進んでおり、ジーゲル上半空間や IV 型領域上で定義された保型形式に対しても、それに対
応するヤコビ形式が知られていた。本研究課題においては、特に IV 型領域上の保型形式と、
それに対応するヤコビ形式をメインに扱いたいと考えていたが、その理由は、IV 型領域はカス
プが１次元以下と小さく、ヤコビ形式が元の保型形式の情報をより豊富に持っていると考えら
れるからである。が、実際に研究を始めてみると、他にも有効な手段が見つかり、それらを併
用しつつ研究を行なうことになった。後述の発表論文３件のうち、2017 年のものは比較的当初
の方針に沿って進めた研究の成果であり、他の２件は研究途中で見つかった別手段と、さらに
コンピュータによる数値計算を併用して得た成果である。 
 
４．研究成果 
 
当初の研究目的と比べると、思いのほかうまくいった部分や、逆になかなか成果が得られなか
った部分などがあるが、全般的にみれば研究はそこそこ順調に進み、３件の論文発表と、国際
会議での招待講演１件を含む学会発表１５件を行うことができた。期間内に得られた研究成果
のなかで主要なものをいくつか以下にあげる。 
 
・重みおよび指数を実数に拡張した弱ヤコビ形式の構造定理を得た。 
重みと指数が整数の場合の弱ヤコビ形式の構造定理については、既に Eichler, Zagier により
精密な結果が得られていた。この構造定理は、多変数の保型形式の構造の決定、（弱ではない通
常の）ヤコビ形式のなす空間の次元の決定など、さまざまな応用が知られており、非常に重要
なものである。研究代表者は以前よりこの構造定理の拡張について興味を持っており、今まで
の研究をさらに進めて、重みおよび指数を実数に拡張したときに弱ヤコビ形式の構造定理につ
いて精密に記述し、応用例とともに、後述の論文(2017 年)として発表した。 
 
・いくつかの混合重みヒルベルト保型形式のなす加群の構造の決定 
実２次体上の混合重みヒルベルト保型形式のなす空間は、重みの差を固定すれば、平行重みヒ
ルベルト保型形式のなす環の加群とみなせる。平行重みヒルベルト保型形式の構造については、 
数十年前までにいくつかの場合が精密に決定されており、また次元公式なども整備されている



が、混合重みヒルベルト保型形式の構造についてはあまり研究が進んでおらず、研究代表者に
よる若干の結果程度しか知られていなかった。しかし、本研究課題について研究を進めていく
なかで、混合重みヒルベルト保型形式の構造について意外と簡単に調べられそうであることに
気づき、（簡単といっても、理論上すっきりしている、また計算機に乗せるレベルでは簡単に結
果がうまく得られるかどうか調べられるという話であり、手計算ではかなり面倒であるため）
コンピュータ代数における理論と実践に詳しく、同時に保型形式の専門家である竹森翔さん（当
時、マックスプランク研究所（ドイツ）研究員）に共同研究を持ちかけ、およそ１年で、当初
の研究代表者の予想をはるかに超えた多くの場合について構造の決定に成功し、論文(2018 年、
2019 年)などとして発表した。この研究成果は、より多変数の保型形式の構造を調べるときに
役立つデータを与えているほか、研究結果自体がヒルベルト保型形式の構造についてのいくつ
かの予想を提起している点でも面白いと思っている。なお、本研究については、研究代表者は
コンピュータ代数についてさほど詳しくなく、コンピュータ代数に詳しい竹森さんの協力なし
には成し得なかった成果であることを強調しておきたい。 
 
・弱ヤコビ形式のマースリフトの構成（研究継続中） 
２変数の保型形式であるヤコビ形式は、一般にマースリフトと呼ばれるある種の操作を行なう
と、次数２の（正則な）ジーゲル保型形式が得られる。この操作は、形式的には弱ヤコビ形式
に対しても行なえるが、実際には、操作中にあらわれる無限級数が収束せず、うまくいかない
とされてきた。研究代表者は、弱ヤコビ形式に対してマースリフトを行なうと、有理型のジー
ゲル保型形式があらわれるであろうと予想し、現時点では、限られた場合についてのみ、その
予想が正しいことを証明した。この研究については、そのときどきの進捗状況をいくつかの研
究集会で発表し、他の専門家と研究討論を行なった。本研究については、海外の素粒子論の研
究者から問い合わせを受けるなど、他分野からも興味を持たれているようである。 
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