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研究成果の概要（和文）：高々終着特異点しか持たず反標準因子が豊富な3次元射影多様体をFano 3-foldと呼
び、その中で、反標準因子がQ-Cartier因子の数値同値類のなす群を生成するものを素Fano 3-foldと呼ぶ。研究
期間内では、素Fano 3-foldのうち、重み付き射影空間の中で余次元４のものの分類について精力的に研究をし
てきた。そのようなものは143個のクラスに分かれ、さらに、その各々のクラスに、P2×P2に関係あるもの、P1
×P1×P1に関係するものの2種が存在すると期待されている。研究期間内の成果は、141個のクラスに対して、P2
×P2に関係する例を組織的に構成したことである。

研究成果の概要（英文）：A 3-dimensional projective variety with at most terminal singularities and 
with ample anti-canonical divisor is called a Fano 3-fold, and one such that the anti-canonical 
divisor generates the group of numerical equivalence classes of Q-Cartier divisors is called a prime
 Fano 3-fold. During my research period, I have been actively researching the classification of Fano
 3-folds with codimension 4 in weighted projective spaces. It is expected that such Fano 3-folds are
 divided into 143 classes, and each class have two types of prime Fano 3-folds: one related to P2×
P2 and one related to P1×P1×P1. The result obtained within the research period was to construct 
examples of such prime Fano 3-folds related to P2×P2 for 141 classes systematically.

研究分野：代数多様体の分類理論

キーワード： Fano 3-fold　Jordan algebra　triple system

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Fano 3-foldの分類は、Gino Fanoが非特異な素Fano 3-foldの分類に成功して以来、実りある研究の歴史を持
つ。特に、森理論の登場により、Fano 3-foldは、3次元射影多様体のモデルの一つの重要なクラスをなすことが
明らかになり、新たな意義を獲得して現在に至る。Fano 3-foldは、有限のクラスに分かれるものの、その数は
膨大であることが知られており、その分類の全体像はいまだ明らかになっていない。その中で、当該研究の成果
は、余次元４の素Fano 3-foldの例の組織的な構成であり、分類の全体像の一端に迫るものとして、意義あるも
のと言える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 
高々終着特異点しか持たず反標準因子が豊富な 3 次元射影多様体を Fano 3-foldと呼ぶ。また、
その中で、反標準因子が Q-Cartier 因子の数値同値類のなす群を生成するものを素 Fano 3-fold
と呼ぶ。Fano 3-fold の分類は、Gino Fano [F] が非特異な素 Fano 3-fold の分類に成功して以
来、実りある研究の歴史を持つ。特に、森理論の登場により、Fano 3-fold は、3 次元射影多様
体のモデルの一つの重要なクラスをなすことが明らかになり、新たな意義を獲得して現在に至
る。非特異素 Fano 3-fold の分類については、Gino Fano らによる双有理的手法に加え、
Grassmann 多様体などの射影等質空間の中で完全交叉として実現するという、向井茂氏による
分類方法[M]がある。 

当該研究者は、以上のような、Gino Fano 流および向井流の非特異素 Fano 3-fold の分類を、
特異点を持つが準非特異な素Fano 3-foldへ拡張することを目指して研究している。ここでFano 
3-fold が準非特異であるというのは、その affine 錐が原点を除いて非特異であるということで
あり、このとき、Fano 3-fold は商特異点のみ持つ。 

準非特異である素Fano 3-foldの数値的データの可能性の膨大なリストの存在がすでに知られ
ていた[GRDB]。そして、重み付き射影空間において、余次元が 3 以下であれば、向井氏のタイ
プの分類が可能であることも知られていた。 

余次元 4 の場合に関しては、現在も分類は完成していないが、Brown-Kerber-Reid [BKR]に
より、Gino Fano 流の双有理的手法によって、数値的データの可能性の多くのものに対して、例
が構成できることが示されていた。さらに、Coughlan-Ducat[CD] により、向井流の方法で、よ
り多くの数値的データの可能性に対して例が構成できることも示されていた。重み付き射影空
間における余次元４以下の準非特異素 Fano 3-fold については、Coughlan-Ducat の研究も含め、
各余次元に対して 1 つか２つの affine 多様体があって、その座標に様々な重みを与えて、重み
付き射影多様体とし、その中で重み付き完全交叉として、素 Fano 3-fold が実現されていた。こ
のような状況の時、この affine 多様体を素 Fano 3-fold の key variety と呼ぶ。なお、向井氏の
結果については、射影等質空間の affine 錐を key variety と考える。 

準非特異素 Fano 3-fold に関して、その余次元ではなく、商特異点のタイプに注目して分類す
る手法もしばし有効である。当該研究者は、論文[T1]において、準非特異素 Fano 3-fold が
1/2(1,1,1)-商特異点しか持たず、その種数が 2 以上であれば、Gino Fano 流の分類が可能である
ことを示した。 
 
２．研究の目的 
 
当該研究の究極の目的は、素 Fano 3-fold の分類の完成である。しかし、素 Fano 3-fold の数値
的データの可能性は膨大である。その可能性がすべて素 Fano 3-fold として実現できるわけでな
いにしても、素 Fano 3-fold の類の数自体も膨大であるのは、経験上間違いない。いずれにして
も、分類を遂行するためには、膨大な数値的データの可能性と向き合って行かなくてはならない
のは確かである。そこで、分類の前段階として、数値的データの可能性の筋が良いのか悪いのか
の判定を行いたいと考えた。もし、各数値的データの可能性に対して、素 Fano 3-fold の良い例
が構成できれば、その可能性を実現できることが分かる上に、その例がその可能性に対するただ
一つの実現方法ではないかという示唆も得られる。このとき、それは筋の良い可能性であると言
えよう。そして、そうでない可能性については、直ちに筋が悪いと言えないけれども、その可能
性に特化した考え方で、素 Fano 3-fold として実現可能かを調べることができる。こうした経緯
から、「各素 Fano 3-fold の数値的データの可能性に対して良い例を構成すること」を研究期間
内の目的とした。よい例とはどのような例か、それを次の「研究の方法」の項目で説明する。 
 
３． 研究の方法 
 
「研究開始当初の背景」の項目で説明した向井や Coughlan-Ducat の研究結果のように、ある

affine 多様体を key variety として、素 Fano 3-fold を実現できれば、それをよい例と考えるこ
とにする。ここで、key variety は一意的ではないが、Coughlan-Ducat の研究結果から、素 Fano 
3-fold の数値的データの可能性の数よりもずっと少ないと期待される。データ上関連が見えない
素 Fano 3-fold の複数の可能性が、一つの key variety から座標の重みを変えるだけで実現され
るということがしばしば起こる。そうなると、そのような素 Fano 3-fold の数値的データの可能
性は、孤立していない確かな存在感を持つという意味で、筋がよいと言えよう。こうした経緯か
ら、当該研究者にとって、「key variety となるべき affine 多様体を見つけること」が、よい例を
構成するための研究方法となった。 
 
 



４．研究成果 
 
研究期間内に、当該研究者が得た研究成果をグループ分けして説明する。 
 
① 余次元 4 の準非特異素 Fano 3-fold に対する key variety の構成 この研究成果は、

Coughlan-Ducat [CD]の結果を受けてのものである。余次元 4 の準非特異素 Fano 3-fold の
数値的データの可能性は 145 個ある。そのうち一つは非特異素 Fano 3-fold の数値的データ
であり、この場合の分類は済んでいる。また、もう一つの数値的データは、下記の項目②の
研究成果で取り扱ったので、ここでは除外して考える。項目①の研究成果は、残り 143 個の
数値的データについてのものである。Brown-Kerber-Reid [BKR]や当該研究者の結果 [T1]
により、これら 143 個の数値的データについては、「もし、準非特異素 Fano 3-fold が存在
するならば、少なくとも２つ位相的に異なるものが存在し、さらに、そのうちの一つは射影
平面 2 つの直積 V、もう一つは射影直線 3 つの直積 W と関係している」と期待されていた。
Coughlan-Ducat [CD]は、key variety として、cluster variety と呼ばれるものを 2 つ構成
した。それらは C 型、G 型と呼ばれている。そして、143 個の数値的データの多くのものに
ついて、C 型 cluster variety から V に関係する準非特異素 Fano 3-fold の例を、D 型 cluster 
variety から W に関係する例を構成した。しかし、彼らの構成した cluster variety はミラ
ー対称性に起源を持っているため、物理的な意味ははっきりしているものの、なぜそれらが
V, W と関係しているのかはっきりしていなかった。また、143 個すべての数値的データに
準非特異素 Fano 3-fold の例を構成しているわけではなかった。当該研究者はこの 2 点を克
服すべく研究を行い、V, W それぞれに対して新たな key variety を見出し [T4,T5,T6,T7]、
V に関係する準非特異素 Fano 3-fold の例については、141 個の数値的データに対して構成
することに成功した [T8]。W に関係する準非特異素 Fano 3-fold の例については、近い将
来の研究課題として残っている。V, W それぞれに対して key variety は、それぞれ V, W の
適切な族を見出し、その全空間の affine 化として構成される。V, W はそれぞれ 3 次形式に
付随する Jordan 代数、Freudenthal 3 重系に関係している。これらの代数系を調べてみる
と、いくつか、自然なパラメーター付けが得られる。Jordan 代数については 3 つのパラメ
ーター付けが得られ、それに応じて、3 つの affine variety H, Π, Σが見つかる。これらの
座標に適切な重みを与えると、141 個の数値的データに対して、準非特異素 Fano 3-fold の
例が構成される。141 個のデータに対して、例の構成に必要な affine variety はわずか 3 個
である。なお、この構成の副産物として、実は、H の affine 部分多様体として、C 型 cluster 
variety が得られることが分かる [T4]。よって、Coughlan-Ducat が C 型 cluster variety か
ら構成した例は、H からも構成できる。Freudenthal 3 重系については、２つのパラメータ
ー付けが得られ、それに応じて、2 つの affine variety U, Z が見つかる [T7]。これらから例
を構成するのは、近い将来の課題であるが、U が G 型 cluster variety を affine 部分多様体
に持つことが分かるので [T7]、少なくとも、Coughlan-Ducat が G 型 cluster variety から
構成した例は、U からも構成できる。しかし、U から、もっと多くの数値的データに対応す
る例が構成できるはずなので、今後、それを明らかにしたいと考えている。 
 

② 1/2(1,1,1)-特異点のみ持つ素 Fano 3-fold の key variety を用いた分類  
論文[T1]において分類した、1/2(1,1,1)-商特異点しか持たず、種数が 2 以上の準非特異素
Fano 3-fold のうちの 5 つの類の属するものそれぞれに対して、key variety を構成し、それ
ぞれの類に属する素 Fano 3-fold はいつでも key variety のある重み付き射影化の重み付き
完全交叉として得られるということを示した [T2]。この結果は、①とは違い、分類結果であ
る。5 つの類のうちの一つは、余次元 4 の素 Fano 3-fold の類である。論文[T1]において得
られた Gino Fano 流の素 Fano 3-fold の分類法をよく見ると、素 Fano 3-fold を比較的自然
に高次元に拡張することができ、それによって、各場合の key variety が構成される。さら
に、論文 [T3]では、key variety の射影双対というべき多様体を構成し、それによって、Gino 
Fano 流の素 Fano 3-fold の分類によって得られたデータに新たな意味付けを行った。 
 
次に挙げる研究成果は、素 Fano 3-fold の分類のテーマとは外れるが、Fano 3-fold をよく調
べていた経験を生かすことで得られたものである。 
 

③ 超楕円曲線とその上の theta characteristic の対のモジュライ空間について Udine 大学の
Francesco Zucconi 氏との共同研究をして次の結果を得た。 

種数 2 以上の超楕円的代数曲線とその上の 1 点、それから、その上の theta 
characteristic で大域切断を持たないもの、という 3 つ組のモジュライ空間は有理多様
体である。 

その手法は、ある種の概 del Pezzo 3-fold（概 Fano 3-fold の一種）上の曲線族の代数群に
よる商が上記の三つ組のモジュライ空間と双有理的同値であることを示し、前者の有理性
を示すというものである。 
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