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研究成果の概要（和文）：　代数関数体の内部構造についての考察方法を開発したいという動機から、射影的超
曲面のガロア点が考察された。ガロア点理論の拡張となる新しい理論を求め、考察対象として「超曲面の準ガロ
ア点」と「代数曲線の弱ガロア・ワイエルシュトラス点」というものを提案してきた。
　三浦敬氏、深澤知氏との共同研究を行い、非特異平面代数曲線の準ガロア点の個数と分布について研究を進め
た。特に、それまで得られていた証明の簡略化と結果の精密化を行った。米田二良氏との共同研究を行った。代
数曲線の弱ガロア・ワイエルシュトラス点について、対象とする点の半群が２元生成という条件の下、それらの
個数と分布を決定した。

研究成果の概要（英文）：Galois points for projective hypersurfaces were studied as a object for 
considering the internal structure of algebraic function fields. We want a new theory that is an 
extension of the Galois point theory, and study  "quasi-Galois points of hypersurfaces" and "weak 
Galois-Weierstrass points of algebraic curves" as objects of consideration. 
By a joint research with Kei Miura and Satoru Fukasawa, we study the numbers and distributions of 
quasi-Galois points on nonsingular plane algebraic curves. In particular, we simplified the proofs 
obtained before and made the results better.
By a joint research with  Jiryo Komeda, we determined the numbers and distributions of weak 
Galois-Weierstrass points of complete algebraic curves under the condition that the semigroup of the
 target points is generated by two integers.

研究分野：代数幾何
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  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　平面曲線に対する準ガロア点について、論文を発表することができた。準ガロア点に関する結果は、ガロア点
についての同様の結果よりも多様なものであった。射影的超曲面の性質を調べる上で、準ガロア点という新しい
調査対象が有益であると期待されるが、今回の論文でその基本的な調査手法を提供することになった。
　また、完備代数曲線に対して、ワイエルシュトラス半群が２元生成となるような弱ガロア・ワイエルシュトラ
ス点の個数を決定することができた。完備代数曲線の自己同型を調べる上で弱ガロア・ワイエルシュトラス点は
有効なものとなるが、その取り扱いの基本的な手法を提供できた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 吉原久夫氏（新潟大学）は関数体の内部構造を調べるという代数的視点の問題に対して、射影
代数多様体の射影を調べるという幾何学的方法を打ち出して、射影空間内の代数超曲面に対し
てガロア点を定義した。ガロア点については、吉原氏、申請者、三浦敬氏（宇部高専）、深澤知
氏（山形大学）を中心に着実に研究が進められてきた。そのような研究結果をもとに、ガロア点
理論をさらに発展させようと、ガロア点の定義の一般化と理論の拡張が試みられた。申請者、三
浦氏、深澤氏は、考察すべき新しい対象として、射影空間内の代数超曲面に対する「準ガロア点」
を定義した。さらに、非特異平面曲線の準ガロア点について、基本的な定理を得ることができて
いた。また、申請者と米田二良氏（神奈川工科大学）は、考察すべき新しい対象として、完備代
数曲線の「弱ガロア・ワイエルシュトラス点」を定義した。平面曲線のガロア点と、平面曲線の
2 重被覆曲線の弱ガロア・ワイエルシュトラス点との関係について、興味深い定理を得ていた。 
 
 
２．研究の目的 
  
 ガロア点理論を参考に、新しい考察対象である準ガロア点と弱ガロア・ワイエルシュトラス点
について調べ、それら対象についての理論を展開することが本研究の大きな目的である。より具
体的に述べると、射影空間内の代数超曲面に対する準ガロア点について、個数と分布、付随する
群、具体例の典型的構成方法などを調べ、その性質を明らかにすることが一つ目の目的である。
また、完備代数曲線の弱ガロア・ワイエルシュトラス点について、その個数と分布、付随するワ
イエルシュトラス半群、準ガロア点との関係について、その性質を明らかにすることが２つ目の
目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 
 射影空間Pn+1内の代数超曲面 Xに対して、点 P中心の射影πP:X→Pnを考える。Xの双有理自己
同型群の部分群 G[P]={σ| πP ・σ = πP }の位数が2以上となるときに、点 Pは Xに対する準
ガロア点であるという。また、射影πPから得られる関数体の自然な拡大 K(X)/K(Pn)のガロア閉
包を LPとするとき, ガロア群 GP=Gal(LP/K(P

n))を準ガロア点 Pに付随するガロア群と呼ぶ。まず
は射影平面P2内の非特異曲線 Cに対して, 以下のような研究を行う。 
 
(1) 大きな自己同型群を持つ代数曲線に対して、コンピュータを用いて準ガロア点を求める計
算を行い、準ガロア点についての具体例を作成する。 
 
(2) これまでに得られていた定理の改良をする。そのために、定理の証明を見直し簡略化を検討
する。特に、G[P]の位数が３または２の場合について、準ガロア点の個数や分布を調査する。 
 
(3) これまでに得られていた結果をまとめたプレプリント（深澤氏、三浦氏との共著）の構成を
見直し、読みやすい論文にして投稿・出版する。 
 
 種数 2 以上の完備代数曲線 Cに対して, 点 P がワイエルシュトラス点であり, ある巡回ガロ
ア被覆 C→P1の完全分岐点になるとき, P を弱ガロア・ワイエルシュトラス点という。また、Pだ
けで極を持ちその他の点では正則となる有理関数全体を考えると、その関数の P での極の位数
全部の集合はモノイドとなる。このモノイドのことを点 Pのワイエルシュトラス半群という。以
下のような研究を行う。 
 
(4) ワイエルシュトラス半群が 2 つの自然数で生成されるような弱ガロア・ワイエルシュトラ
ス点の個数と分布を調べる。さらに、半群が 2つの自然数で生成されるという条件より一般の条
件において、弱ガロア・ワイエルシュトラス点の個数と分布を調べる。 
 
(5) 非特異平面曲線のガロア点と弱ガロア・ワイエルシュトラス点の関係を調べた結果や手法
を参考に、弱ガロア・ワイエルシュトラス点と準ガロア点の関係について調べる。 
 
(6) 弱ガロア・ワイエルシュトラス点の個数と分布を調べた結果を応用して、3 次元射影空間内
の代数曲線に対するガロア直線について調べる。 
 
 
 
 
 
 



４．研究成果 
 
(1) 深澤知氏（山形大学）、三浦敬氏（宇部高専）との共同研究を行った。準ガロア点について
これまで得られていた結果をまとめたプレプリント（深澤氏、三浦氏との共著）の構成を見直し、
３部構成とする構想をたてた。第１部として論文を投稿し、出版に至った (Satoru Fukasawa, 
Kei Miura and Takeshi Takahashi, Quasi-Galois points,I: Automorphism groups of plane 
curves, Tohoku Math. J., 71 (2019), 487-494) 。この論文では次のような内容を扱った。 
 

a) 準ガロア点の定義： 射影平面P2 内の既約代数曲線 Cに対して、射影平面P2 内の点 P
中心の射影をπP: C -→ P1 としたとき、G[P] = {τ∈ Bir(C) | πP・τ = πP }の
位数が 2以上となる場合、Pを Cに対する準ガロア点という。 

b) 平面曲線 Cと射影平面内の点 Pに対して、点 Pが extendable 準ガロアであるための
判定条件。 

c) 非特異平面曲線 Cに対して、自然数 nごとに、G[P]=n となる準ガロア点に付随する自
己同型全てが生成する群を Gn(C)とする。このとき、Gn(C)は C の自己同型群 Aut(C)の
正規部分群になる。 

d) 非特異平面曲線 C の自己同型群 Aut(C)の位数が偶数となるとき、C に対する準ガロア
点が存在する。 

e) クライン４次曲線やウィーマン６次曲線では、Aut(C)=G2(C)となる。 
f) d 次フェルマー曲線 Fd: X

n+Yn+Zn=0 に対して、準ガロア点の個数と分布の決定。また、
Aut(Fd)=<G2(Fd), Gd(Fd))>となること。 

 
 また、プレプリントで得られていた定理の証明を部分的に見直した。さらに、G[P]の位数が３
の場合の内準ガロア点の個数と分布について、新しい結果を得た。 
 
(2) ワイエルシュトラス半群が 2 つの自然数で生成されるような弱ガロア・ワイエルシュトラ
ス点の個数と分布を決定した。 
 弱ガロア・ワイエルシュトラス点に関係する概念の定義は次の通りである。種数 2以上の完備
代数曲線を Cとする。次の二つの条件をみたすとき、点 P∈Cは弱ガロア・ワイエルシュトラス
点であるという。 

l 点 Pはある巡回ガロア被覆 C→P1の完全分岐点である。 
l 点 Pはワイエルシュトラス点である。 

弱ガロア・ワイエルシュトラス点の定義にある点 Pを完全分岐点とする巡回ガロア被覆 C→P1の
次数すべての集合を degGW(P)として、これを弱ガロア・ワイエルシュトラス点の次数集合とい
う。また、H(P)={ n | C上のある有理関数 fで(f)∞=nP となるものがある}を点 Pのワイエルシ
ュトラス半群という。特に、弱ガロア・ワイエルシュトラス点 Pが min(H(P)-{0})∈degGW(P)と
なるとき, P はガロア・ワイエルシュトラス点であるという。 
 ワイエルシュトラス半群が 2 つの自然数で生成されるような弱ガロア・ワイエルシュトラス
点の個数と分布に関する結果を論文にして出版した (Jiryo Komeda and Takeshi Takahashi, 
Number of weak Galois-Weierstrass points with Weierstrass semigroups generaged by two 
elements, J. Korean Math. Soc. 56 (2019), 1463-1474) 。主定理は以下の通りである。 
 
定理 自然数 a、bは互いに素であり、2<a, a+1<bであると仮定する。完備代数曲線 Cに対して
次が成立する。 
 

a) もし、b≡a-1 (mod a) ならば, Cの H(P)=<a,b>となるガロア・ワイエルシュトラス点
Pの個数は 0個もしくは b+1 個である。 

b) もし、b≡a-1 (mod a) ではないならば, Cの H(P)=<a,b>となるガロア・ワイエルシュ
トラス点 Pの個数は 0個もしくは 1個である。 

c) Cの H(P)=<a,b>かつ b∈degGW(P)となるガロア・ワイエルシュトラス点 Pの個数は 0個
もしくは 1個である。 

d) H(P)=<a,b>かつ a,b∈degGW(P)となるガロア・ワイエルシュトラス点 Pを持つ代数曲線
Cは Xb=YaZb-a+Zbに双有理同型である。 

 
 ３次元射影空間 P3 内の完備代数曲線 C に対して、P3 内の直線 L を考える。L 中心の射影を  
πL: C -→ P1 とする。この射πLによって得られる関数体の拡大 K(C)/K(P1) がガロア拡大とな
るときに、Lは Cに対するガロア直線であるという。Cが種数 4の６次非特異曲線の場合にガロ
ア直線を求めるという問題に対して、上記の定理が応用可能であることを発見し、米田氏との共
同研究により、部分的に問題を解くことができた。 
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