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研究成果の概要（和文）：数学の代数学の分野で群の表現論があり、微積分の手法で研究する事が出来るリー群
の表現論が百年以上研究されてきた。リー群の表現論はリー代数の表現論に帰着される。リー代数の表現論は線
形代数学の手法で研究する事が出来る。有限次元単純リー代数の有限次元既約表現の指標は1920年代に導入され
たWeylの指標公式によって求めることが出来る。Weylの指標公式は、1950年代に導入されたHarish-Chandra同型
定理によって本質的な別証明が得られる。当該研究の主結果はこの2つの定理の一般化された量子群の対応物を
得たことである。

研究成果の概要（英文）：As for algebra, which is a branch of mathematics, one of the main topics is 
studying representation theory of groups. More than one hundred years, specialists have studied 
representation theory of Lie groups, which can be studied by using calculus. In many cases, it can 
be reduced to studying Lie algebras,  which can be studied by mostly only using linear algebras. The
 characters of finite dimensional irreducible representations of finite dimensional complex simple 
Lie algeras can be decided by using the Weyl character formula, which was introduced in 1920's. It 
can also be proved in an essential way by using the Harish-Chandra isomorphism theorem, which was 
introduced in 1950's. The main results during the period of this fund are obtaining counterparts of 
this two theorems for the generalized quantum groups.

研究分野： 代数学

キーワード： ホップ代数　一般化された量子群　ワイル亜群　コクセター亜群　スーパーリー代数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
関孝和の功績にもあるように，数学において行列式は，常に重要な道具であるとともにそれ自体が研究すべき対
象である。行列式は，面積や体積などの計算に用いられるのにもかかわらず負の項が出てくることの意味を洞察
することから今では数学の多くの分野で使われるコクセター群の発見に繋がっている。山根宏之はコクセター群
のさらなる一般化であるコクセター半群を2008年の共著論文で発見し、その一般化された量子群U(χ）の表現論
への応用を追い求めてきた。当該研究期間内にU(χ）の表現論の重大な進展であるHarish-Chandra型の同型定理
（共著）とWeyl・Kac型の典型指標公式を得た。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
山根宏之は、1994 年と 1999 年の有限次元複素単純スーパーリー代数および無限次元アフィン
型スーパーリー代数の定義関係式を求めた。その過程でコクセター亜群の取り扱いを修得した。
Istvan Heckenberger の 2006 年のコクセター亜群を証明に用いた有限型の一般化された量子群
U(χ)の分類をした定理が当該研究の主な動機である。当該研究は、山根宏之の 2008 年のコク
セター亜群に関する松本の定理を導入した共著論文から始まった。山根宏之の 2010 年の有限型
U(χ)の Shapovalov 行列式を求めた共著論文が当該研究の本質的な道具である。 
 
 
２．研究の目的 
U(χ)の表現論を研究が主な目的である。U(χ)の表現論の重要な道具である Harish-Chandra 同
型定理の論文の査読をへて受理されて出版すること，および典型的既約指標の Weyl・Kac 型の
指標公式を構成しプレプリントを書いて査読付き学術雑誌に投稿することが当初の主な目的で
あった。前者は 2018 年に査読付き学術雑誌に共著論文として出版され，後者は 2019 年 10 月
に査読付き学術雑誌に投稿し，2019 年 12 月に査読者による大幅な書き直しの要請が編集者に
より山根に伝えられ，2020 年 3 月に再投稿誌し，2020 年 5 月に小幅な書き直しの要請がきて
再々投稿をした。 
 
 
３．研究の方法 
共著者のところに複数回訪問して，連日数時間にわたる議論をした。外国の研究集会で研究発表
をして学問的な刺激を受けた。参考となる教科書的な学術本・論文を何回も読み直して，基本的
な同じような計算を何度も繰り返して，証明を体にしみ込ませるようにして会得した。査読者が
理解出来て，投稿後の書き直しの要請が来たらすぐに書き直しに取り掛かれるように英文の勉
強を常にした。 
 
 
４． 研究成果 
 
 (1)一般化された量子群のハリシュ・チャンドラ理論の構成：Aを有限ランクのアーベル群とす
る。Kを体とする。K×=K-{0}とする。写像χ: A×A→K×を、χ(a+b,c)= χ(a,c)χ(b,c)および
χ(a,b+c)= χ(a,b)χ(a,c) (a,b,c∈A)をみたすものとする。このようなχから単位元 1をも
つ結合的 K代数 U(χ)がドリンフェルドの量子 2 重構成法により定義される。{αi|i∈I}を Aの
基とする。ここで Iは添え字集合であり，特に Iの元の個数は Aの階数と同じである。U(χ)は
Ki, Ki

-1,Li,Li
-1,Ei,Fi(i∈I)を生成元とし，これらの元たちは等式 KiKi

-1=Ki
-1Ki=1,LiLi

-1=Li
-1Li=1,  

KiKj=KjKi,LiLj=LjLi,KiEjKi
-1=χ(α i,α j)Ej,KiFjKi

-1=χ
(αi,αj)-1Fj,LiEjLi

-1=χ(αj,αi)-1Ej,LiFjLi
-1=χ(αj,

αi)Fj, EiFi-FiEi=-Ki+Li, EiFj=FjEi (i≠j) (i,j∈I)
をみたす。ただし，これらは定義関係式ではない。す
なわち，Eiたちどうし，および Fiたちどうしの複雑な
関係式で定義関係式となることが有限型の場合に知
られている。三角分解 U(χ)= U-(χ)⊗U0(χ)⊗U+(χ)
（この等式は線形空間としての等式である）が成り立
つ。ここで，U0(χ)は Ki,Ki

-1,Li,Li
-1(i∈I)で生成され

る U(χ)の部分代数である。U0(χ)はローラン多項式
代数 K[Ki,Ki

-1,Li,Li
-1|i∈I]である。U-(χ)は Fi(i∈I)

で生成される U(χ)の部分代数である。U+(χ)は Ei(i
∈I)で生成される U(χ)の部分代数である。A+を{α
i|i∈I}の非負係数一次結合全体のなす A の部分集合
とする。U(χ)の部分空間 U(χ)λ(λ∈A)を U(χ)=⊕λ

∈A U(χ)λ, U(χ)λU(χ)μ⊂U(χ)λ+μ, U0(χ)⊂U(χ)0,Ei∈U(χ)α(i),Fi∈U(χ)-α(i)によって定
義する。（ここで，α(i)はαiを意味する）λ∈A に対して，U±(χ)λ= U±(χ)∩U(χ)λとする。
U±(χ)=⊕λ∈A(+) U±(χ)±λである。（ここで，A(+)は A+を意味する）U(χ)はΔ(Ki)= Ki⊗Ki, Δ(Li)= 
Li⊗Li, Δ(Ei)=Ei⊗1+Ki⊗Ei, Δ(Fi)=Fi⊗Li+1⊗Fi(i∈I)となる余積 Δ: U(χ) →U(χ) ⊗U(χ) をも
つホップ代数である。U(χ)はΔを保つドリンフェルド双線形写像 Đ: U+0(χ)×U-0(χ)→Kをも
つ。ここでU+0(χ)は Ki,Ki

-1,Ei(i∈I)で生成されるU(χ)の部分代数であり，U-0(χ)は Li,Li
-1,Fi(i

∈I)で生成される U(χ)の部分代数である。さらに Đは Đ(Ki,Lj)= χ(αj,αi) ，Đ(Ei,Fi)=1, 
Đ(Ei,Fj)=0 (i≠j) (i,j∈I)をみたす。Đ(U+(χ)λ, U-(χ)-μ)={0} (λ≠μ)が成り立つ。Đが
U+(χ)λ×U-(χ)-λ 上で非退化であることが，U(χ)の著しい特徴である。任意のχに対して
U+(χ)に PBW 型定理が存在する事が Kharchenko によって示されている。PBW 生成元が存在する
λ∈A+全体のA+の部分集合をR+(χ)と表しKharchenkoの一般化された正ルート系と呼ぶ。R(χ)= 
R+(χ)+(-R+(χ))を Kharchenko の一般化されたルート系と呼ぶ。当該研究では R(χ)が有限集合
であって，χ(β,β)≠1という条件を課した。この条件を満たすχとして次のものがある。（あ） 



q∊K×としてχ(αi,αj)=qa(ij)となっているもの。ここで正方行列(2a(ij)/a(ii))i,j∈Iはカルタン
行列である。q→1 としての U(χ)の極限が有限次元単純複素リー代数の普遍包絡代数となって
いるもの。qは１のべき根でも良いが，そのときは，U+(χ) は，有限次元である。（い）q∊K×と
してχ(αi,αj)=(-1) p(i)p(j)qa(ij)となっているもの。q→1 としての U(χ)の極限が A-G 型有限次
元単純複素スーパーリー代数の普遍包絡スーパー代数となっているもの。ここで p(i)∈{0,1}は
パリティであり、(a(ii))i,j∈Iはスーパーリー代数のカルタン行列である。このときも q は１の
べき根でも良いが，そのときは，U+(χ) は，有限次元である。（う）Heckenberger の分類による
沢山の例外型であるもの。（い）と（う）に関しては図１にあるように U(χ)といくつかの別の
U(χ’)が同型である。（あ）に関しては q セール関係式とよばれる簡単な関係式が U+(χ)の定
義関係式になっている。（い）に関しては U+(χ)の幾つかの複雑な定義関係式が要求される。例
えば図のπ0のときは，定義関係式はE1

2=E2
2=E3

2=0および(1-q-1r-1)[[E1,E2],E3]=(1-q)[[E1,E3],E2]
である。（[ , ]は q交換子を意味する）π1のときは，定義関係式は E2

2=0，[E1,E3]=0，[[E2,E1],E1]=0，
[[E2,E3],E3]=0 である。後者の２つの等式が q セール関係式である。（う）の U+(χ)の定義関係
式は Angiono によって求められた。K代数の準同型写像Λ: U0(χ)→Kに対して M(Λ)と L(Λ)を
それぞれ vΛと vΛを最高ベクトルとする U(χ) のヴァ―マ加群と最高ベクトル既約加群とする。
vΛは Z・vΛ=Λ(Z) (Z∈U0(χ)), Ei・vΛ=0(i∈I)および M(Λ)=U(χ)・vΛ=U-(χ)・vΛをみたすも
のである。各λ∈A+に対して M(Λ)λ= U-(χ)λとおく。線形空間として，M(Λ)=⊕λ∈A(+)M(Λ)-λ

である。（ここで，A(+)は A+を意味する）L(Λ)についても同じことがいえる。各λ∈A+に対して
dim M(Λ)-λ= dim U-(χ)-λであり，L(Λ)-λについては「∀λ∈A+-{0},∀y∈L(Λ)-λ-{0},∃i∈
I,Ei・y∈L(Λ)-λ+α(i)-{0}」が成り立つ。（ここで，α(i)はαi を意味する）線形写像 P:U(χ)= 
U-(χ)⊗U0(χ)⊗U+(χ)→U0(χ)を標準的射影とする。各 λ∈A+に対して線形写像 Shλ:U+(χ)λ×U-

(χ)-λ→U0(χ)を Shλ(X,Y)=P (XY) (X∈U+(χ)λ, Y∈U+(χ)-λ)により定義する。（例：λ=2α1+
α 2 のとき， Shλ(E1

2E2,F1F2F1)=P(E1
2E2F1F2F1)=P(((-K1+L1)E1+E1(-K1+L1))E2F2F1)=(1+q11)P((-q11

-

1K1+L1) E1E2F2F1 )=(1+q11)p((-q11
-1K1+L1)E1(-K2+L2)F1)=(1+q11)p((-q11

-1K1+L1)(-q21
-1K2+q12L2)E1F1) 

=(1+q11) (-q11
-1K1 +L1)(-q21

-1K2+q12L2)(-K1+L1)が成り立つ。ここで qij=χ(αi,αj)とおく。）U+(χ)λ

の K上の基底{Xt|1≦t≦dim U+(χ)}および U-(χ)-λの K上の基底{Yt|1≦t≦dim U+(χ)}をとっ
てきて，ΛShλをΛ(Shλ(Xt,Xt))を成分とするサイズがdim U+(χ)であるK上の正方行列とする。
標準的な証明で次のことが成り立つ。「dim L(Λ)λ は正方行列ΛShλ の階数に等しい。」山根は
2010 年の共著論文で「定理 A：Shλの U0(χ)上の行列式は∏α∈R(+,χ)∏t=1

∽(-ρ(α)χ(α,α)Kα+L
α)P(α;t)の K×倍である。」を示していた。ここで，ρ(α)∈K×, Kα∈U0(χ), Lα∈U0(χ)は，それ
ぞれ，特徴づけρ(αi)=χ(αi,αi), Kα(i)= Ki, Lα(i)= Li (i∈I)およびρ(α±β)=ρ(α)ρ
(β)±1, Kα±β=KαKβ

±1, Lα±β=LαLβ
±1 (α, β∈A)により定義される。ω:A→K×をω(α±β)=

ω(α)ω(β)±1 (α, β∈A)をみたすものとする。Zω={Z∈U(χ)0|∀λ∈A, ∀X∈U(χ)λ, ZX=
ω(λ)XZ}と定義する。P は Zω上で単射である。山根は 2018 年の共著論文で次の定理 Bを示し
た。定理 B がこの小節(1)の主結果である。「定理 B：P の Zωの像 P(Zω)(⊂U0(χ)) は，各β∈
R(χ)に対する次の条件(e1)β, (e2)β, (e3)β, (e4)βをみたすものとして特徴づけされる。すな
わち，∑λ,μ∈A aλ,μKλLμ∈Zω (aλ,μ∈K)となる必要十分条件は，各β∈R(χ)に対する次の条件
(e1)β, (e2)β, (e3)β, (e4)βをみたすことである。ωλ,μ;β=ω(β)χ(β,μ)χ(λ,β)-1とおく。
qβ=χ(β, β)とおく。「(e1)β：qβが１のべき根でなくて、ωλ,μ;β=qβ

tとなる t∈ℤ-{0}があれ
ば，aλ+tβ,μ-tβ=ρ(β) taλ,μをみたす。」，「(e2)β：qβが１のべき根でなくて、ωλ,μ;β=qβ

tとなる
t∈ℤがなければ，aλ,μ=0 である。」，「(e3)β：qβが１の原始 c乗根であって、ωλ,μ;β=qβ

tとなる
1≦t≦c-1 があれば，∑x∈ℤ aλ+(cx+t)β,μ-(cx+t)βρ(β) 

-(cx+t)
 =∑y∈ℤ aλ+cyβ,μ- cyβρ(β) -cyをみた

す。」，「(e4)β：qβが１の原始 c乗根であって、ωλ,μ;β=qβ
kとなる k∈ℤがなければ，次の c-1 個

の等式∑x∈ℤ aλ+(cx+t)β,μ-(cx+t)βρ(β) 
-(cx+t)

 =∑y∈ℤ aλ+cy

β,μ- cyβρ(β) 
-cy (1≦t≦c-1)をみたす。」」定理 Bは定

理 Aを用いて，Kac が別の代数系に対して発案した証明
法の流れに沿って証明した。定理 A および定理 B は， 
1 のべき根での通常の量子群の表現論は研究にも応用
できるはずであるが，山根が共著者と独自に作り上げ
たものなのでそこのところを明らかにすることはまだ
出来ていない。1 のべき根での通常の量子群の表現論
は，世界的に著名な数学者である Lusztig の予想・理
論があり世界的に大々的に研究されている。 
 
 
(2) 一般化された量子群の典型既約指標の Weyl・Kac
型指標公式の構成：1920 年代に Weyl は、有限次元複素
単純リー代数の有限次元既約表現の指標を書き下す
「Weyl の指標公式」を与えた。1970 年代に Kac は A-G
型有限次元複素単純スーパーリー代数の典型的有限次
元既約表現の指標を書き下す指標公式を与えた。今回、山根は(2)の系として Kac の結果の q類
似を得た。A=(a(ij)∈ℤ)i,j∈Iとｐ＝(p(i)∈{0,1})i,j∈Iをそれぞれ A-G 型有限次元複素単純スー
パーリー代数の対称カルタン行列とパリティとする。G=G(A,p)を(A,p)により定まる A-G 型有限



次元複素単純スーパーリー代数とする。G=G(0) ⊕G(1)=H⊕⊕α∈Δ Gαをカルタン分解とする。ここ
で G(0)と G(1)はそれぞれ G の偶部分と奇部分である。G(0)はリー代数である。 H(⊂G(0))は G
のカルタン部分代数と呼ばれる極大可換リー代数である。dim H=|I|である。Eを Hの双対線形
空間とする。λ∈Eに対して，Gλ={x∈G|∀h∈H, [h,x]=λ(h)x}である。Δ＝{λ∈E-{0}|Gλ≠
{0}}である。{αi|i∈I}をΔの基本ルート系とする。E上の対称双線形写像( , ): E×E→ℂを(α
i,αj)=a(ij) (i,j∈I)により定める。Δcar={α∈Δ|(α,α)≠0, α/2∉Δ}とおき，Δnull={α∈
Δ|(α,α)=0 }とおく。Eℤ,Eℤ

+を，それぞれ，αi (i∈I)の整数係数，非負整数係数の 1次結合
全体のなす E の部分集合とする。Δcar

+=Δcar∩Eℤ
+とおき，Δnull

+=Δnull∩Eℤ
+とおく。各α∈Δcar

+

に対して，sα∈GL(E)を sα(λ) ＝λ-(2(α,λ)/(α,α))α (λ∈E)により定義する。Wを GL(E)
の sα (α∈Δcar

+)で生成される部分群とする。群の準同型写像 sgn:W→{±1}で sgn(sα)=-1 と
なるものが定義される。ρ=Σα∈Δ+carα-Σβ∈Δ+nullβとおく。（ここで、Δ+car, Δ+null はそれ
ぞれΔcar

+, Δnull
+を意味する。）各α∈Δcar

+に対して，rα ∈ℤで(ρ,α)= rα・(α,α)となるも
のが存在する。q∈ℂ×を 1のべき根でないものとする。UqG を Gの量子包絡スーパー代数とする。
UqG は，Ki, Ki

-1, Ei,Fi(i∈I)を生成元とする結合的ℂ代数であり，等式 KiKi
-1=Ki

-1Ki=1,KiKj=KjKi, 
KiEjKi

-1= qa(ij)Ej,KiFjKi
-1= q-a(ij)Fj, EiFi-(-1)p(i)FiEi=(Ki-Ki

-1)/(q-q -1), EiFj=(-1)p(i)p(j)FjEi (i≠
j) (i,j∈I)をみたす。ただし，これらは定義関係式ではない。UqG は，ある標準的な方法で U(χ)
から得られる。UqG は，三角分解 UqG=Uq

-G⊗Uq
0G⊗Uq

+G をもつ。Ω:Uq
0G→ℂをℂ代数の準同型写像とす

る。L(Ω)をΩに対する UqG 最高ベクトル既約加群とする。vΩを L(Ω)の最高ウエイトベクトル
とする。Ki・vΩ=Ω(Ki)vΩ, Ei・vΩ=0 (i∈I)をみたす。λ∈Eℤ

+に対して L(Ω)-λ=(Uq-G)-λとおく。
L(Ω)=⊕λ∈E(+)L(Ω)-λである。（ここで，E(+)は Eℤ

+を意味する。）λ∈Eℤ-Eℤ
+に対して L(Ω)-λ={0}

とおく。L(Ω)は有限次元であると仮定する。このとき，各α∈Δcar
+に対して，kΩ

α ∈ℤでΩ(K
α
2)=((-1)p(αi)q(α,α)) kΩαとなるものが存在する。（ここで，Kαは(1)の Kαと同様のものであり，

αiと kΩαはそれぞれαiと kΩ
αを意味する。）Wは，Eℤに sα⋄λ= sα(λ)-(rα+kΩα)α (α∈Δ

car
+)により作用する。山根は 2019 年度のプレプリントで次の結果を得た。「定理 C: L(Ω)は有限

次元であると仮定する。さらに，任意のα∈Δnull
+に対して，q(ρ,α)・Ω(Kα)2≠1 であると仮定

する。このとき，各λ∈Eℤに対して，dim L(Ω)λ=Σw∈W= dim (Uq
-G)λ-w⋄λが成り立つ。」UqG のみ

ならず全ての有限型の一般化された量子群 U(χ)についても 定理 C と同じ結果を出した。定理
C については Geer の先行研究があるが，山根は 2015 年の共著論文で q→1 が取れない UqG の有
限次元既約表現が多く存在する事を示した。その場合はGeerの結果は使えない。この事実を2018
年のブラジルでの国際研究集会で発表したところこの分野の世界的な第一人者にたいそう驚か
れた。 
 
(3) その他：コクセター亜群のブルーハー順序を導入した共著論文(2018 年)，多変数量子群の
コスタント基底を導入した共著論文(2018 年)，Uqsl(n,n)(t) (t=1,2,4)の正方向の一番低い中心
元を構成した単著論文(2019 年)が出版された。これらは，U(χ)の構造論・表現論に応用がある
事が大いに期待できる。 
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