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研究成果の概要（和文）：理論物理学における弦理論の研究から、カラビ・ヤウ多様体という特別な多様体に関
心が集まり、1990年代に「ミラー対称性」という不思議な対称性が発見されています。以降、この対称性の数学
的解明に向けた研究が精力的に行われて、今では圏論的なアプローチの方法と幾何学的なものとの２つの方法か
ら研究が進められています。本研究では、カラビ・ヤウ多様体の族とその退化の様子を、周期積分と呼ばれる積
分の振舞いを通して調べる手法を整備して、ミラー対称性の解明に向けて具体的でかつ興味深い事例を構築して
研究の発展に寄与しました。

研究成果の概要（英文）：From the study of string theory in theoretical physics, certain special 
manifolds, called Calabi-Yau manifolds, were attracted attentions of many researchers, and around 
1990, a mysterious symmetry called "mirror symmetry" was discovered in world of Calabi-Yau 
manifolds. Since the discovery of the mirror symmetry, extensive study toward mathematical 
understanding of the symmetry has been done. Now, we have two approaches to study the symmetry; one 
is categorical and the other is geometric method. In this research project, PI has made  
achievements in constructing explicit and interesting Calabi-Yau manifolds aiming to reveal mirror 
symmetry. These have been done by developing necessary methods to analyze behavior  of some integral
 called period integral.   

研究分野： 複素幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
カラビ・ヤウ多様体のミラー対称性は、その発見から３０年近くが経過し、関連する数学の分野に多数の影響を
与えてきました。しかしながら、対称性の数学的の完全な理解には至っておらず、現在も不思議な対称性と思わ
れています。このような対称性が現れる興味深いカラビ・ヤウ多様体を構成することは、ミラー対称性を深く理
解する上で大切な役割を果たします。また、具体的な例を構築すると同時に、それらを調べる手段・方法を整備
して確立することは、ミラー対称性の解明に限らず、派生する様々な数学の問題への応用に寄与するもので、数
学の大切な蓄積となります。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
理論物理学における弦理論の研究に端を発して，複素３次元カラビ・ヤウ多様体の幾何学が関
心を集めている．1990 年頃に発見されたカラビ・ヤウ多様体のミラー対称性は，弦理論の研究
から発見されたとても不思議な対称性で，微分幾何学，複素多様体の幾何学，代数幾何学等の
従来の枠組みでは捉えられない対称性であることが知られている．発見以来，その解明に向け
て理論物理学と数学の２つの視点から研究の蓄積がなされて，対称性の背景にはとても豊富な
数学が含まれていることが認識されている．現在，ミラー対称性を理解する数学的なアプロー
チとして，1. SYZ 構成法と呼ばれる微分幾何的なアプローチ，2.トーリック退化と呼ばれる退
化を基点に代数幾何学的に取り扱うアプローチ，3.カラビ・ヤウ多様体に備わる２つの全く性
質の異なる導来圏の性質として理解するアプローチ，以上の３つが有力な方法として知られて
いる．一方で，具体的なカラビ・ヤウ多様体を構成して，そこに現れるミラー対称性を観察す
ると，３つのアプローチが交錯して現れ，そこに多くの興味深い数学の事象が観察される．こ
のような，具体的な事象からミラー対称性の解明への手がかりが得られると期待され，特徴的
なカラビ・ヤウ多様体に関心が持たれていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，具体的でさらに特徴的なカラビ・ヤウ多様体を構成し，そこに現れるミラー
対称性を詳細に描き出すことを通して，カラビ・ヤウ多様体のミラー対称性の数学的解明に向
けて着実な事象の蓄積を行うことを目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
 
研究はカラビ・ヤウ多様体を多数構成し，それらの性質を深く観察するという非常に具体的な
方法によって行った．いったい，どのようなカラビ・ヤウ多様体が，どれ程存在するのかとい
う問題は，１次元，２次元カラビ・ヤウ多様体の場合は十分よく分かっていることであるが，
ミラー対称性が特に興味深い３次元の場合には一般的な手がかりがないと言ってよい状況にあ
る．そこで，トーリック多様体，射影空間やグラスマン多様体など，古典的な多様体を基にし
てカラビ・ヤウ多様体を構成し，それらの性質を詳しく調べた．特に，これまでの研究で，ミ
ラー対称性が周期積分のモノドロミー性質に反映することが分かっているので，周期積分とそ
れが満たす微分方程式を手がかりにした．また，現れる微分方程式は，フック型の微分方程式
と呼ばれるものであるが，多変数微分方程式でありその解析の手法も知られていない事柄が多
く，解の構成に必要となる解析手法を新たに構築しながら研究を遂行した． 
 また，カラビ・ヤウ多様体の研究は，理論物理学と数学両側面から研究されており，研究者は
欧米やカナダ始め，中国，香港，台湾などの多数の国の大学・研究機関に在籍している．これ
らの研究者を招へいしたり，あるいは国際研究集会に出席して，これらの研究者に向けた研究
成果の発信と活発な討論を行いながら研究を遂行した． 
 
 
４．研究成果 
 
上述のような目的で，ミラー対称性の視点から興味深い性質を持つカラビ・ヤウ多様体を構成
することを行った．その結果，(1) 完全交叉型の３次元カラビ・ヤウ多様体で，ミラー対称性
とカラビ・ヤウ多様体の双有理幾何学を結び付ける，大変興味深い現象を見つけることが出来
た．また，(2) 周期積分の満たす微分方程式の解析をしていて，青本-ゲルファント系と呼ばれ
る一連の微分方程式系に至り，その１例である E(3,6)系について詳細な解析を実施し，この場
合に変数空間の大局で完全な記述をすることが出来た．これらの例を通して，微分方程式の大
局的性質がミラー対称性の下で，カラビ・ヤウ多様体の双有理幾何学と結びつく様子を具体的
に示すことが出来，特に既存の数学との接点を具体的に捉えることが出来た． 
 
以下に(1),(2)の結果について詳細を補足することにする． 
 
(1) カラビ・ヤウ多様体 X に対するミラー対称なカラビ・ヤウ多様体を Y とするとき，これら
がミラー対称であることは，それぞれの族の退化に反映して現れる．カラビ・ヤウ多様体 X の
族に関しては，Xのケーラー構造の退化，他方，Yの族に関してはホッジ構造の退化を考えると
き，ミラー対称性はこれらの退化の関係として現れる．本研究では，完全交叉型のカラビ・ヤ



ウ多様体を系統的に構成して，そこに現れるミラー対称性を観察した．その結果，いくつかの
特徴的な完全交叉型カラビ・ヤウ多様体で，その族を大局的に作ってみると，ホッジ構造の退
化に現れるモノドロミー冪零錐と呼ばれる錐が自然に貼り合って大きな錐を作る様子を観察す
ることが出来た．この大きな錐の対応物をミラー対称の世界で探してみると，ケーラー錐が貼
り合って大きな錐をなすという双有理幾何で知られている可動錐に一致することが見つけられ
た．カラビ・ヤウ多様体の族の大局的な解析が，ミラー対称性とうまく融合することを示す良
い事例と言える． 
 
(2) カラビ・ヤウ多様体の族の退化は，周期積分の退化として捉えることが出来る．周期積分
の満たす微分方程式系から見ると，そのような退化は変数空間のコンパクト化における境界点
(無限点)において現れる．従って，ミラー対称性が出現する「よい」変数空間のコンパクト化
を見つけ出すことが問題となる．このような観点から，射影空間の二重被覆として得られるカ
ラビ・ヤウ多様体に着目した．この場合に現れる微分方程式系は，青本-ゲルファント系と呼ば
れる多変数超幾何微分方程式で与えられる．2 次元カラビ・ヤウ多様体(K3 曲面)の場合に変数
空間のコンパクト化を具体的に調べ，そのコンパクト化がモジュラ―形式の研究で現れる IV 型
対称領域のコンパクト化に，とても綺麗に対応する様子を詳細に記述して示すことが出来た．
その結果として，ミラー写像をテータ関数を用いて表す簡明な表示を得ることが出来た．この
結果は，古典的なルジャンドル族に付随して現れる楕円ラムダ関数を K3 曲面に自然に拡張する
もので，ミラー対称性の視点から離れて見ても，大変興味深い結果である．3 次元の場合の解
析は格段に難しくなるが，３次元の場合に「よい」変数空間のコンパクト化がどのように実現
するか，という問いについて考察するために良い事例を提供していると思われる． 
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