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研究成果の概要（和文）：多様かつ豊富に存在するCohen-Macaulay環を，Gorenstein環との違いを指標に階層化
することにより，非Gorenstein Cohen-Macaulay環論を展開し，可換環論に新たな地平をもたらすことを目標と
した。（1）研究代表者と高橋亮・谷口直樹によって2015年に導入され，目下活発な展開を示しつつあるalmost 
Gorenstein環論を発展させ，（2）イデアルと加群のRees代数のalmost Gorenstein性を解析した。（3）代数幾
何学や特異点論，組み合わせ論，不変式論，表現論など，可換環論と密接に関連する諸分野への浸透と応用を目
指している。

研究成果の概要（英文）：The research aims at the classification of non-Gorenstein Cohen-Macaulay 
rings in terms of the distance from Gorenstein rings. The notion of almost Gorenstein ring was given
 in 2015 by [1] as a higher-dimensional generalization of the notion defined in 1997 by [2] (resp. 
in 2013 by [3]) for analytically unramified (resp. arbitrary) Cohen-Macaulay local rings of 
dimension one. The proposed and achieved tasks are the following. (1) Deepening of the theory of 
almost Gorenstein local/graded rings started by [1]. (2) Analysis of the almost Gorenstein property 
of Rees algebras of parameter ideals in Cohen-Macaulay local rings, and those of integrally 
closed/contracted ideals in two-dimensional regular local rings. (3) Permeation of the notion of 
almost Gorenstein ring into other branches of algebra, for examples, algebraic geometry, 
combinatorics, invariant theory. 
[1] J. Pure and Appl. Algebra, 219 (2015), 2666-2712. [2] J. Algebra, 188 (1997), 418-442. [3] J. 
Algebra, 379 (2013), 355-381.

研究分野： 代数学（可換環論）

キーワード： almost Gorenstein ring　Gorenstein ring　Cohen-Macaulay ring　Rees algebra　integrally closed
 ideal　contracted ideal

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多様かつ豊富に存在するCohen-Macaulay環を分類すること，Gorenstein環からどのくらい遠いか，Gorenstein環
との違いを指標に階層化することは，可換環論における喫緊の課題の一つである。可換環論に新たな地平をもた
らすべく，基礎環の正準加群への埋め込みの様相によって，与えられたCohen-Macaulay環のGorenstein性との乖
離状況を記述し，非Gorenstein Cohen-Macaulay環論に大きな発展をもたらすことに成功したと評価される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
可換環論は特異点解析の重要な方法の一つである。20 世紀後半から 21 世紀にかけての 70 年

間に，不変式論，代数的整数論，位相幾何学や代数幾何学，複素解析的多様体論，組合せ論など
から，問題と手法を獲得しつつ，Cohen-Macaulay 性解析を中心に急速に開拓・整備された。現
代代数系の基幹構造の一つであり，諸分野における共通言語の一つでもある。研究領域は多岐に
渡るが，本研究は，可換環論の中でも最重要の研究対象である Cohen-Macaulay 環に対し新た
なクラスを提案し，Gorenstein 性との相違を指標に階層化することを目指すものである。 
本研究の背景には「Cohen-Macaulay 環は，なぜかくも多様なのか」という素朴な問いと，

「Gorenstein でない Cohen-Macaulay 環をもう少しきめ細かく分類したい」という強い願望が
ある。Cohen-Macaulay 性はホモロジー代数と非常に相性が良く，深い研究がなされ，これまで
に多くの優れた成果が挙がっている。しかしながら Cohen-Macaulay 性解析に従事すると，
Gorenstein でない Cohen-Macaulay 環がなぜかくも大量に存在するのかという素朴な疑問に捕
われる。Gorenstein 環は自己入射次元の局所的有限性によって定義されるが，自己入射次元が
有限であるという条件と自己入射次元が有限でないという条件の間には，実は相当な隔たりが
あり，鑑みるに，Gorenstein ではないが Gorenstein 環に準ずる「良い」Cohen-Macaulay 環の
新たなクラスの提示が求められていると言うべきかもしれない。 
可換環論の発展にとっても，Cohen-Macaulay 環の新クラスが発見され，解明されることの意

義は小さくない。この意味で，Cohen-Macaulay 局所環/次数環に対して研究代表者と高橋亮・
谷口直樹 [1] が提示した「almost Gorenstein 環」は，この要請に応え得る回答の一つであると
研究代表者は考えている。 
 
[1] S. Goto, R. Takahashi, and N. Taniguchi, Almost Gorenstein rings - towards a theory of 
higher dimension -, J. Pure and Appl. Algebra, 219 (2015), 2666-2712 
 
２．研究の目的 
本研究の主題は多様かつ豊富に存在する Cohen-Macaulay 環を，Gorenstein 性との相違（あ

るいは乖離）を指標に階層化することである。非 Gorenstein Cohen-Macaulay 環論を展開し，
可換環論に新たな地平を齎すことを大目標とする。具体的には，(1) 研究代表者と高橋亮・谷口
直樹 [1] によって 2015 年に導入され，目下活発な展開を示しつつある almost Gorenstein 環
論を深化発展させ， (2)イデアルと加群の Rees 代数の almost Gorenstein 性を解析しながら，
(3) 代数幾何学や特異点論，組み合わせ論，不変式論，表現論など，可換環論と密接に関連する
諸分野への浸透と応用を図ることを目指す。 

 
３．研究の方法 
具体的課題は下記 3 課題である。 
課題 (1) Cohen-Macaulay 局所環 A 内のイデアル I に対し，Rees 代数 R(I) の almost 

Gorenstein 性解析 
課題 (2) Almost Gorenstein 環論と有限 Cohen-Macaulay 表現型 Cohen-Macaulay 局所環論

との間の関連解明 
課題 (3) 複数のイデアルや加群に随伴する Rees 代数の almost Gorenstein 性解析 
これらの課題の原点は研究代表者と下田保博との共同研究にある。その後，多数の優れた研究

者たちの努力により，Rees 代数の Cohen-Macaulay 性と Gorenstein 性解析には非常に大きな
発展があったが，大量に存在する Chen-Macaulay Rees 代数の中でも，Gorenstein 環となるも
のはやはり少数であることが知られている。しかしながら，これら非 Gorenstein Cohen-
Macaulay Rees代数の中には，almost Gorenstein Rees代数であるものが豊富に含まれていて，
解明を待っていると期待されている。 

2016 年 11 月には葉山で第 38 回可換環論シンポジウムを主催し，各国からの参加者との共同
研究を実施した。6 月にはベトナムの Thai Nguyen 大学で国際的な school を主催，7 月にもイ
ランで開催される school に主講義者の一人として参加，2017 年 1 月にはベトナムで workshop
を主催した。これらの営為を通して研究の発展と国際的な浸透を目指す。 

2017 年度は課題 (2) に力点を置いた。課題 (1) の遂行中に，この課題が可換環論に固有の問
いであること，一層の発展には可換環論の関連分野との関りや応用の提起に重点を置く必要を
切実に感じた。組み合わせ論における Hibi 環，toric 環，あるいは商特異点など，almost 
Gorenstein 性解析の視点で，魅力的かつ発展が期待される分野は多く，成果が挙がったときの
インパクトも，また大きいからである。 

2017 年 7 月には下記研究集会に主催者の一人として参加した。 
The Prospects for Commutative Algebra, Hotel Nikko Osaka, Osaka, Japan, July 10 - 14, 

2017, Organizing Committee: Dale Cutkosky (University of Missouri), David Eisenbud 
(MSRI), Shiro Goto (Meiji University), Joergen Herzog (Universitaet Duisburg--Essen), 



Takayuki Hibi (Osaka University, Chair). 
Almost Gorenstein 環論は，表現論とも相性が良い。表現論の未解決予想の一つに Schreier

予想がある。「有限 Cohen-Macaulay 表現型 Cohen-Macaulay 局所環は，２次元以上なら極小重複
度を持つ」という同予想の解決に，almost Gorenstein 環論がある役割を果たすことが，研究協
力者の高橋亮によって指摘され，予備的研究[2]が実施されていた。既知のすべての有限 Cohen-
Macaulay 表現型 Cohen-Macaulay 局所環は almost Gorenstein であるが，この事実の一般的かつ
理論的な証明は未だ得られていない。Schreier 予想とこの問題とを 2019 年後半から 2020 年に
かけての主要な研究課題としたが，COVID-19 の蔓延により人の往来など研究環境が急激に悪化
し，ほとんどすべての計画が変更もしくはキャンセルのやむなきに至ったことは，かえすがえす
残念である。 
 
[2] S. Goto, R. Takahashi, and N. Taniguchi, Ulrich ideals and almost Gorenstein rings, Proc. 
Amer. Math. Soc. 
 
４．研究成果 
主に 2019 年度の研究活動を通して，２-AGL 環，generalized almost Gorenstein 環など，

almost Gorenstein環の自然な拡張概念に出会うことができたので，基礎理論の整備に着手した。
研究を次の段階に進めるため，2020 年度は，数値半群環をモデルに，多項式環と冪級数環のコ
ア部分環を主な対象として，Arf 環など 1 次元の環構造論を大規模に再構築する作業を始めた。
依然として準備の段階に過ぎないし，得られた結果も精査が不可欠ではあるが，関連するテーマ
を 2021 年度以降の研究課題とする計画である。 
 これまでの研究成果の概略は下記のとおりである。2 次元正則局所環内の m-準素イデアルに
対し，Rees 代数の almost Gorenstein 性を判定する基本的な方法を確立した。考えているイデ
アルが整閉なら，Rees 代数は必ず almost Gorenstein 環になることが従う。2次元正則局所環内
では，整閉イデアルの自然な拡張概念の一つが contracted イデアルである。先行する研究が示
すように，contracted イデアルは整閉イデアルに劣らない魅力的で端麗な挙動をする。2019 年
度は contracted イデアルの Rees 代数についても almost Gorenstein 性を解析し，判定条件を
得るに至った。整閉イデアルの場合とは異なり，Rees 代数は必ずしも almost Gorenstein 環に
なるとは限らないが，Rees 代数が almost Gorenstein 環となるような contracted イデアルも，
与えられた 2次元正則局所環内に豊富に存在することを明らかにした。この経験を 2021 年度以
降につなげたいと願っている。 
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