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研究成果の概要（和文）：トーラス群作用の幾何・トポロジー、組合せ論の研究を行った。(1)３次元双曲空間
において各頂点で直角となるように実現できる凸多面体（Pogorelov 多面体）上のsmall cover （Loebell type
 と呼ばれる３次元双曲多様体）が，Z/2係数のコホモロジー環で区別できることを示した。(2) Regular 
nilpotent Hessenberg varietyのコホモロジー環が超平面配置の対数的微分作用素の加群から得られる環と同型
であることを示し，既知のＡ型の結果を一般のリー型に拡張し。た(3) n-cubeの１つの頂点をカットした凸多面
体上のトーリック多様体を分類した．

研究成果の概要（英文）：I studied geometry and topology of torus actions and related combinatorics. 
 In particular I have obtained the following results.
(1) Convex polytopes which can be realized as right angle polytopes in the 3-dimensional hyperbolic 
space are called Pogorelov polytopes and small covers over them become hyperbolic 3-manifolds. We 
have shown that they can be distinguished by their Z/2-cohomology rings. (2) We have shown that the 
cohomology rings of regular nilpotent Hessenberg varieties are isomorphic to rings obtained from 
logarithmic derivations on hyperplane arrangements and extended known results on the cohomology 
rings for type A to any Lie type. (3) We have classified toric manifolds over an n-cube with one 
vertex cut. 

研究分野： トポロジー、組合せ論、代数幾何
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研究成果の学術的意義や社会的意義
（１）３次元双曲多様体は、Mostow剛性により基本群で区別できるが、Loebell type の双曲多様体に限れば、
基本群よりずっと弱い不変量であるZ/2係数コホモロジー環で区別できることを示したのは、特筆すべき結果と
思う。（２）Regular nilpotent Hessenberg varietyのコホモロジー環と超平面配置を結びつけたのは驚く結果
と思う。（３）分類結果の副産物として、射影的代数多様体の構造と非射影的代数多様体の構造の両方をもつ微
分可能多様体が、トーリック多様体の範疇に存在することが分かったことは新しい知見である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
２０００年頃から、トーリック多様体論をトポロジーの観点から展開するトーリックト

ポロジーという新しい分野が生まれ、その開拓を進めている。トーリックトポロジーは、
トーラス群作用をもつ良い空間のトポロジーを群作用を利用して調べること、また、それ
に関連した組合せ論など他分野との関連を探ることである。これまでは、トーリック多様
体（もっと一般にトーラス多様体）のトポロジーと、それに関連する組合せ論を主に研究
してきた。 
 
 
２．研究の目的 
本研究では，このトーリックトポロジーを一層実りあるものにすることを研究目的とする．
そのための１つの方向として、これまでのアイデアを推し進めてトーリックトポロジーの
深化を目指す。またもう１つの方向として、トーラス群作用が有効に使われトーリックト
ポロジーと似た思想をもつ同変シューベルトカリキュラスの線上にあって色々な数学と関
係している Hessenberg variety をトーリックトポロジーの立場から研究し、トーリックト
ポロジーの枠組みを広げることを目指した。 
 
 
３．研究の方法 
（１）Hessenberg variety に関して、阿部、原田、堀口らと共同研究を行ってきたが、彼らと
の共同研究を進めた。Regular semisimple Hessenberg variety のコホモロジーの対称群表現
は、Goresky-Kottwitz-MacPherson によるＧＫＭ理論に基づいており、これを掘り下げた。 
（２）旗多様体のトーラス軌道の閉包、それに関連する凸多面体の組合せ論に関しては、この
問題に興味をもっている Eunjeong Lee 氏、Seonjeong Park 氏と共同研究を進めた。 
 
 
４．研究成果 
大きく分けて４つのテーマに関して研究を行い、以下の成果を得た。 
 
（１）Hessenberg variety に関して 
(i) 阿部（拓）－原田－堀口との共同研究において、A型の regular nilpotent Hessenberg 

variety のコホモロジー環の明示的な表示を与え、そのコホモロジー環と regular semisimple 
Hessenberg variety のコホモロジー環のワイル群不変な部分環とが同型であることを示して
いたが、阿部（拓郎）－堀口－村井－佐藤との共同研究において、この事実を一般のリー型に
拡張した。そのアプローチは、阿部（拓）－原田－堀口との共同研究とは全く異なり、超平面
配置の対数的微分作用素を用いた。 
 (ii) 阿部（拓）－堀口との共同研究において、Hessenberg 関数 h が h=(h(1),n,…,n) の
場合に regular semisimple Hessenberg variety のコホモロジー環の明示的な表示を与えた。
非常に特別な場合であるが、h=(2,3,…,n,n)以外では初めての結果である。 
  (iii) 原田－堀口－Park との共同研究において、regular semisimple Hessenberg variety
たちの体積多項式を Gelfand-Zetlin 多面体と関連させて調べた。 
 
（２）Buchatber-Erokhovets-Panov-Park との共同研究において、Pogorelov polytope と呼ば
れる３次元凸多面体上の quasitoric manifold と small cover についてコホモロジー剛性が成
立することを示した。特に small cover の場合は Loebell type と呼ばれる双曲多様体で、それ
らが、基本群よりずっと弱い不変量である Z/2 係数コホモロジー環で区別できるというもので
ある。 
 
（３）n-cube の１頂点カット上のトーリック多様体の分類 
蓮井－鍬田－Park との共同研究において、n-cube の１頂点カット上のトーリック多様体を代数
多様体として、および、微分可能多様体として分類した。射影的でないトーリック多様体とし
て一番簡単なものとして知られている Oda’s 3-fold の高次元版が見つかった。また、副産物
として、射影代数多様体の構造と非射影代数多様体の構造を併せ持つ微分可能多様体が、トー
リック多様体の中に存在することが判明した。 
 
（４）旗多様体上のトーラス軌道の閉包 
Eunjeong Lee 氏と、Schubert variety 内のトーラス軌道で一般的なものの閉包が非特異性、
ポアンカレ多項式などを調べた。その後、Seonjeong Park 氏が加わって、Schubert variety
の一般化である Richardson variety のモーメント写像である Bruhat interval polytope の組
合せ的性質を調べた。 
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