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研究成果の概要（和文）：等質錐（線型リー群が推移的に作用する開凸錐）とコーダルグラフィカルモデルに現
れる凸錐は，両方とも豊かな解析が展開できる凸錐として知られてきた．本研究では，これらの凸錐をサブクラ
スとして含むような，実対称行列からなる凸錐の新しいクラスを発見し，それらの上の調和解析を研究した．そ
れに関連する結果として，表現論・実解析・複素解析，さらには数理統計，最適化，情報幾何といった分野でも
成果を上げた．

研究成果の概要（英文）：A homogeneous cone is an open convex cone on which a linear Lie group acts 
transitively. It is knwon that one can develop rich analysis on the homogeneous cones as well as 
convex cones appearing in the chordal graphical models. In this research project, I find a new wide 
class of convex cones containing both the homogeneous cones and chordal graphical models, and I 
investigate harmonic analysis on these cones. Relating to the new theory, I obtain results in 
various areas such as representation theory, real analysis, complex analysis, mathematical 
statistics, optimization, and information geometry.

研究分野： 非可換調和解析，表現論，複素解析，多変量解析

キーワード：  ウィシャート分布　正定値対称行列　等質錐　グラフィカルモデル　ヘッセ幾何　可解リー群　リース
超函数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は，線型な制約条件を課した正定値実対称行列の研究が主題であり，数理統計（とくに多変量正規分布の
分散の推定問題）や最適化法（半正定値計画法の一般化）に様々な応用がある．実際，本研究で考察してきた問
題はそれらの分野から刺激や動機づけを得て取り組んできたものが多い．そして研究成果を得る過程で，統計学
者や応用数学者との共同研究を活発に行い，コミュニティを超えたネットワークを構築できたことも大きな収穫
であった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
直線を含まない開凸錐で，あるリー群が線型かつ推移的に作用するものを等質錐とよぶ．正定値
実対称行列全体のなす錐 Sym+(N, R)は，等質錐の典型例である．錐 Sym+(N, R)は，半直線の
自然な多次元化として数学の様々な場面に現れる．とくにΓ函数の多次元化としての Sym+(N, 
R)上のΓ型積分は Wishart (統計学), Siegel (解析数論), Garding (偏微分方程式)によって研究
され，それぞれの分野で重要な役割を演じた．なお Sym+(N, R)は等質性に加えて`自己双対性'
も備えた対称錐である．対称錐は，表現論，非可換調和解析，概均質ベクトル空間，保型函数論，
微分幾何といった純粋数学の広範な分野のみならず，数理統計や凸計画法といった応用数学と
の関連においても活発な研究が展開されている．一方，対称とは限らない一般の等質錐について
は，Vinberg による基礎理論の構築の後，Gindikin によって等質錐上の解析学における数々の
興味深い結果が得られた．なかでも等質錐上のΓ型積分公式を証明し，Garding の議論の一般
化として，相対不変多項式のベキ乗の積をラプラス変換とするような超函数の族（リース超函数）
を導入し，それを用いて様々な微分作用素の基本解を構成したことは重要である．私はリース超
函数が正の測度となる必要十分条件を与え，そこで得られる正の測度を全て明示的に記述した．
この仕事は様々な分野の研究者に引用されており, 私自身もリー群の表現論，複素幾何，そして
数理統計に結果を応用した．さらに私は，等質錐の基本相対不変式を計算するアルゴリズムも与
えており，これによってリース超函数を基本解に持つような微分作用素は全て決定されたこと
になる．当初は正規ｊ代数や左対称代数を道具として等質錐を研究していたが，全ての等質錐が 
Sym+(N, R)の部分集合として，三つの公理を満たすベクトル空間の族から構成できることを示
した後は，この行列実現の方法を利用して成果を得ている． 
さて，数理統計においては Wishart の仕事を発展させて，指定された成分を 0 とする対称行

列 (これは多次元正規分布に条件付き独立性を指定することを意味する) からなる Sym+(N, R)
の部分錐上の解析が，詳しく研究されてきた．ゼロ成分の位置は単純グラフによって指定される
が (グラフィカルモデル)，単純グラフが chordal なる性質をもつときに対応する凸錐上の解析
が著しく扱いやすくなることが認識されている．近年，この扱いやすい凸錐（以下簡単のために
「chordal な凸錐」とよぶことにする）に対して, 等質錐の場合と良く似たΓ型積分の公式が得
られた (Roverato 2000, Letac-Massam 2007). なおグラフィカルモデル理論に現れる凸錐が等
質錐である必要十分条件は，Letac と Massam によって証明無しに主張され，私が完全な証明
を与えた．その結果, 多くの chordal な凸錐が確かに等質錐でないことが判ったが，等質性無
しにΓ型積分公式が成り立つことは私にとっては実に驚くべきことであった. しかし Roverato 
たちの証明には複雑な計算と統計学的なアイディアが用いられており，当然あるべき等質錐の
解析との関連は全く謎に包まれていた．私は, 等質錐の行列実現で設定した三つの公理のうち一
つを外すと等質性は失われるが Γ型積分公式など解析の主要部分は依然成立すること，そして
この特別な場合として，まさに chordal な凸錐が含まれていることを発見した. これが本研究
の着想の出発点である. 
 
２．研究の目的 
 
前項で述べた２つの公理で規定された広範なクラスの凸錐 (以下簡単のために「新クラスの凸錐」
と呼ぶ) 上でのΓ型積分公式と関連する調和解析を展開し，その数理統計や情報幾何への応用を
考察する．具体的には，線型な制約条件を加えた正定値対称行列全体の集合のなす凸錐上で行列
式の巾乗のラプラス変換が，有理式の負巾乗とガンマ因子の積になること，さらにその有理式が
行列式の乗法的ルジャンドル変換になることを観察し，それらの計算結果を指数型分布族の数
理統計と情報幾何に応用する． 
 
３．研究の方法 
 
考える設定は，特定のブロック分解をもつ正定値実対称行列からなる凸錐 P と，その双対錐 Q
である．凸錐 P 上の正値函数として，行列式の巾乗のラプラス変換および乗法的ルジャンドル
変換を考える．さらに行列式の対数は狭義凸函数であり，そのヘッセ行列は凸錐 P 上のリーマ
ン計量（ヘッセ計量）を定める．この計量はリーマン対称空間としての Sym+(N,R) 上の計量の
一般化であり，その上の微分幾何を展開することが課題となる．実際，凸錐 P を Q 上のウィシ
ャート分布のパラメータ集合とみなしたとき，問題の計量はフィッシャー計量に他ならず，情報
幾何の枠組みを通して，その幾何学を数理統計および最適化理論に応用することを目指す． 
 
４．研究成果 
本研究期間中に学術論文として発表した成果は以下の通りである． 
（1） 上述の新クラスの凸錐上の解析の基礎理論（ラプラス変換と乗法的ルジャンドル変換）

を確立した（Entropy 18, 2016）. これによって，等質錐と chordal なグラフィカルモ
デルの理論の関係が明らかになり，アイディアの相互乗り入れが可能となった．とくに，



等質錐の研究の道具やノウハウをグラフィカルモデルに応用できることは意義が大き
い． 

（2） 三重対角正定値対称行列のなす凸錐とその双対錐は，非等質錐ではあるが種々の明示的
な公式が成り立つ例であり，（１）で得られた結果よりさらに詳しい解析が可能である．
これらの凸錐に関して，我々は Letac と Massam が提示した実解析の予想（認容的なラ
プラス変換の公式が我々の得たものに限るというもの）を部分的に解決し（Proc. Japan 
Acad. Ser. A 93, 2017），一方で統計への応用をまとめた学術論文を発表した（Ann. 
Inst. Stat. Math. 71, 2019）．これらは P. Graczyk 氏，S. Mamane 氏，落合啓之氏
との共同研究である． 

（3） 等質錐上のウィシャート分布は，等質錐に作用する群に関して自然な不変性をもつが，
逆に与えられた群不変性をもつ指数型分布族としてウィシャート分布を特徴づけるこ
とに成功した（Colloq. Math. 158, 2019）．一方，この等質錐上のウィシャート分布の
分散函数を，期待値パラメータの有理関数として明示的に表示する公式を得た（Probab. 
Math. Statist. 39, 2019）．どちらの仕事でも等質錐の行列実現の方法の見通しの良さ
が決定的な役割を果たしている．これらは P. Graczyk 氏と B. Kolodziejek 氏との共
同研究である． 

（4） 等質錐の行列実現の枠組みを拡張して，全ての単連結な等質ヘッセ多様体を対称行列の
集合として実現することに成功した（Lecture Notes in Comput. Sci. 10589, 2017）.
この成果は，群が推移的に作用する自然指数型分布族の分類という今後の研究の基礎に
なるであろうと期待される． 

（5） 有界等質領域上のハルトークス領域のベルグマン核函数を明示的に計算し，その零点の
有無を調べた（J. Geom. Anal. 27, 2017）．ハルトークス領域のベルグマン核の求積法
としては，底となる有界等質領域の重み付きベルグマン核に付随する Hua 多項式を利
用する方法を採った．この Hua 多項式が等質錐に付随するΓ函数の比として得られる
ことがポイントである．実は類似の多項式がウィシャート分布の尤度比検定にも現れる
ところが大変面白い．これは J.-D. Park 氏と山盛厚伺氏との共同研究である． 

（6） 直線を含まない開凸錐を底とする複素管状領域上の正則函数のなすハーディ空間と双
対錐上の L2 空間との間にフーリエ・ラプラス変換によってユニタリ作用素が構成でき
るというペイリー・ウィーナー型の定理は古くから知られている．我々は，この定理を
非凸錐に拡張する枠組みを与えた（J. Lie Theory 28, 2018）．そこでは管状領域上の
正則函数ではなく，解析的 Cech コホモロジーがフーリエ・ラプラス変換を用いて
表示される．一般的な枠組みは与えられたが，より具体的な対象についての詳しい
研究，とくに等質領域の場合における解析と表現論への応用は今後の課題である．
これは S. Gindikin 氏との共同研究である． 

以上のほかに，学術論文としては未発表であるが最も重要な成果として，コレスキ分解に関して 
Fill-in free なスパース行列のもつ良い性質に着目し，実対称行列からなるベクトル空間につ
いて「コレスキ構造」および「準コレスキ構造」なる概念を導入したことが挙げられる．これは
先述の「新クラスの凸錐」を含み，しかも遥かに自然なクラスである．そして置換対称性を要請
した chordal グラフィカルモデル（色付き chordal グラフィカルモデル）が準コレスキ構造を
もち，したがって綺麗な計算が可能であることが判明した．これらの成果は，我々の研究が豊か
な数理を展開する正しい方向に進んでいることを強く示唆するものである． 
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