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研究成果の概要（和文）：調和解析(実解析)の分野では，2000年頃から線形の理論を多重線形の理論へと拡張す
る話題がメインテーマの1つとして研究され，現在ではこの種の話題を多重線形調和解析と呼ぶことが多い．多
重線形調和解析は，単なる線形の理論の一般化などではなく，調和解析の問題としてもチャレンジングである
し，また応用面から眺めても偏微分方程式論の発展の可能性を秘めている．本研究では，双線形ヒルベルト変換
に代表される強い特異性を持つ作用素にどのようにアプローチすべきかを考察した．また，双線形擬微分作用素
に関する興味深い結果を得ることに成功した．

研究成果の概要（英文）：In the field of harmonic analysis, the research to extend the theory for 
linear operators to the one for multilinear operators has been actively studied since around 2000. 
Nowadays this topic is often called multilinear harmonic analysis. Multilinear harmonic analysis is 
not just a generalization of linear theory, it is also a challenging problem for harmonic analysis, 
and it has the potential for the development of the study of partial differential equations from an 
application perspective. I studied how to approach operators with strong singularity such as 
bilinear Hilbert transform. I also obtained the results on the boundedness of bilinear 
pseudo-differential operators.
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研究成果の学術的意義や社会的意義
宮地晶彦氏(東京女子大学)との双線形擬微分作用素に関する研究は，V. Naibo 氏と A. Thomsom 氏の J. Math.
 Anal. Appl. (2019) の論文の中で，基本的な枠組みにおける有界性問題を終わらせたと紹介されており，価値
あるものと信じている．また，L. Grafakos 氏，宮地晶彦氏との多重線形フーリエ乗法作用素の共同研究では，
有界性を保証するためのマルチプライヤーに課すべき最適な正則性条件を決定することに成功した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 調和解析(実解析，もしくはフーリエ解析とも言う)の分野では，2000 年頃から線形の理論を
多重線形の理論へと拡張する話題がメインテーマの 1 つとして活発に研究され，現在ではこの
種の話題を多重線形調和解析と呼ぶことが多い．多重線形調和解析は，単なる線形の理論の一般
化などではなく，調和解析の問題として眺めても非常にチャレンジングであるし，また応用面か
ら眺めても偏微分方程式論の発展の可能性を大いに秘めている．  
この 20 年ほどの多くの研究者の努力により，多重線形調和解析の基本的な理論は構築された．

しかし，双線形 Hilbert 変換をはじめとする特異性の強い多重線形作用素に対する有界性はいま
だ未解決な部分が残っている．特異性の強い多重線形作用素の難しさは，Littlewood-Paley 理論
だけでは不十分で，さらなる議論が必要となる点である．本研究において，この特異性の強さに
対し，どのようにアプローチすべきかを研究しようと思った． 
 
 
２．研究の目的 
 
大きな目標としては，Calderon の予想に由来する双線形 Hilbert 変換に関する未解決問題に

対し，解決への糸口を見つけることであった． 多重線形作用素の中でも，際立って，双線形
Hilbert変換の取り扱いが難しい理由は，その対応するシンボルの特異性の強さが起因している．
現状の行き詰まりを打破するため，本研究では，この特異性の強さに対抗するため，特異性以外
の点で何らかの良い状況を設定し，その良い状況を作り出している付加条件をどれだけ弱める
ことができるのかという立場で，問題を提議し考察していくことを目標とした．また，多重線形
理論の偏微分方程式への応用を模索することも目標であった． 
 
 
３．研究の方法 
 
 双線形 Hilbert 変換の有界性に関する未解決部分に対し，まずは関数空間からのアプローチ
を考えた．具体的には，Lebesgue 空間を Besov 空間や Tribel-Lizorkin 空間に置きかえ，より
有界性が成り立ちやすい状況を設定した上で，有界性を導くのである．これらの関数空間は
Littlewood-Paley 分解を用いて定義され，この分解は本研究者のこれまでの多重線形理論の研
究における基本的な道具であったため，関数空間を用いる利点を見出せるものと考えた．多重線
形作用素の Besov 空間や Triebel-Lizorkin 空間などの関数空間上での有界性問題は非常に基本
的でありながら，あまり研究が進んでいない．その理由は，Besov 空間や Triebel-Lizorkin 空
間を定義する際に用いられるフーリエ乗法作用素と，多重線形作用素が可換にならないことが
起因しているためである．よって，この可換性の欠如をどのように克服するかが問題であり，一
般的な作用素を扱うのではなく，まずはフーリエ乗法作用素，擬微分作用素という基本的な作用
素の関数空間上での有界性から研究を開始することにした． 
 
 
４．研究成果 
 
 2016 年度は，1,1 型と呼ばれる双線形擬微分作用素の有界性を研究した．1,1 型とは，空間変
数に対して 1 回微分した時に，擬微分作用素のオーダーが 1 つ上がるシンボルを持つ作用素で
ある．線形の場合でも，このタイプの擬微分作用素は一般には L^2 有界性が成り立たないことが
知られており，特殊なものである．先行研究では，双線形擬微分作用素の有界性が Besov 空間，
Triebel-Lizorkin 空間において議論されていたが，これらの関数空間のパラメーターを Sobolev
空間となるように選んだ場合には，既存の結果よりも悪くなってしまうという問題点があった．
これに対し，Sobolev 空間の場合から期待される自然な条件の下，Besov 空間，Triebel-Lizorkin
空間での 1,1 型の双線形擬微分作用素の有界性を得ることに成功した． 
 
2017 年度は，宮地晶彦氏(東京女子大学)と共に，双線形擬微分作用素の有界性の研究を進展

させることが出来た．具体的には，exotic class と呼ばれる取り扱いの難しいクラスにシンボ
ルを持つ双線形擬微分作用素に対して，これまでは極めて特別な場合にしか有界性を得ること
が出来ていなかったが，一般的な場合での結果を得ることに成功した．これまでの Littlewood-
Paley 分解のみに頼ったシンボルの分解ではうまく行かなかった点に対し，今回は，まずシンボ
ルに対し Littlewood-Paley 分解を行い，そして得られた 1つ 1つのピースをさらに適切なサイ
ズの立方体で分解する新たな手法が問題解決への鍵となった．また，加藤睦也氏(群馬大学)と共
に，α-モジュレーション空間上での(線形)擬微分作用素の有界性に関する研究を行った．ここ
で，α-モジュレーション空間とは，パラメーターαを導入することにより，モジュレーション
空間とベゾフ空間を統一的に扱える関数空間である．我々の得た結果は，α=0 の場合に知られ
ていたモジュレーション空間上での有界性定理を一般化したものと眺めることもでき，さらに
擬微分作用素論における基本定理である Calderon-Vaillancourt の定理も含んでいる．そして，



我々の結果は，α-モジュレーション空間が exotic class にシンボルを持つ擬微分作用素の有
界性を議論するのに非常に適した空間であることを示唆するものとなっている． 
 
2018 年度は，加藤睦也氏(群馬大学)と宮地晶彦氏(東京女子大学)と共に，S_{0,0}型の多重線

形擬微分作用素の研究を行った．次の 3点が我々の研究のセールスポイントである．(1) 多重線
形擬微分作用素の有界性を保証するためにシンボルが満たすべき減衰条件を，一般的な重み関
数を用いて表現し，我々の得られた結果はこれまでに知られていたものの改良になっており，あ
る意味で最適なものである．(2) 擬微分作用素の有界性を保証するためのシンボルの正則性に
ついて明らかにすることができた．(3) これまではルベーグ空間の枠組みで有界性が議論され
てきたが，S_{0,0}型の多重線形作用素はアマルガム空間と呼ばれる関数空間と非常に相性がよ
く，アマルガム空間の枠組みで議論することにより，従来の有界性を改良することができた． 
 
  2019 年度は，宮地晶彦氏(東京女子大学)と共に，双線形フーリエマルチプライヤー作用素
の有界性に関する研究を行った．ルベーグ空間の枠組みでは，これまで，双線形作用素の有界性
を保証するためのマルチプライヤーに課すべき正則性条件を弱める研究をしてきた．今回のテ
ーマは，この弱い正則性条件下で，双線形作用素の定義域や値域として現れる関数空間を，ルベ
ーグ空間からハーディー空間や BMO 空間に置き換えることが可能かどうかであった．特別な場
合ではあるが，いくつかの結果を得ることができた． 
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