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研究成果の概要（和文）：この研究では，リーマン面（曲面上の複素多様体の構造）の変形空間であるタイヒミ
ュラー空間の複素構造の研究を行っている．リーマン面（代数曲線）の正則族は複素幾何学，代数幾何学などで
重要な研究対象であり，我々の研究は正則族にかかる正則不変量の俯瞰的な研究であると認識される．リーマン
面の退化を用いた理想境界を通して，正則関数の境界挙動（境界値）が定式化され，正則関数のポアソン積分表
示などが定式化される．

研究成果の概要（英文）：In this research, we study the complex analytical structure on Teichmuller 
space. Under the complex structure, Teichmuller space is the universal space of holomorphic families
 of Riemann surfaces. Holomorphic families of Riemann surface are important mathematical objects, 
for instance, in Complex geometry and Algebraic geometry. Holomorphic functions on Teichmuller space
 are thought of as holomorphic invariants for holomorphic families of Riemann surface.  This 
research is recognized as a comprehensive investigation on holomorphic functions.　The boundary 
values are formulated on ideal boundaries (i.e. the set of degenerations of Riemann surfaces), and 
we can state the Poisson integral formula for holomorphic functions (pluriharmonic functions) on 
Teichmuller space.

研究分野： 複素解析学

キーワード： タイヒミュラー空間　リーマン面　双曲幾何学　多重ポテンシャル論　ポアソン積分　多重グリーン関
数　擬等角写像

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
リーマン面の複素解析的変形の空間であるタイヒミュラー空間について研究している．この空間はほとんど全て
の曲面の変形を記述する基礎的な空間であり，弦理論など物理の研究にも応用されている．正則族の理解には，
族の正則的に依存する不変量が重要である．本研究ではそのような不変量を，空間の関数として認識して研究す
る．正則関数の理想境界における境界値を用いて，この研究における基本公式であるポアソン積分表示を得た．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
リーマン面の正則族の普遍空間であるタイヒミュラー空間の複素構造は歴史的には，小平-スペ

ンサー理論およびアールフォース-ベアス理論を用いて無限小変形（変形空間の接空間）が定式
化され，アールフォースにより周期行列を用いて複素局所座標が得られ，そしてベアスにより複
素ユークリッド空間上の有界正則領域として実現された．それ以降，主に，擬等角写像論とサー
ストンの３次元多様体の分類プログラムにおける双曲多様体の研究におけるクライン群論と関
連してタイヒミュラー空間論は研究され発展した．タイヒミュラー空間はほとんど全ての曲面
の変形を表現する空間であるような基礎的な空間であるため，例えば弦理論などの物理学のよ
うに他分野に応用があり，さらに数学においても位相幾何，複素幾何，微分幾何，代数幾何など
の分野とも関連が深い．しかしながら，複素解析的構造の研究に関しては，タイヒミュラー空間
論の創成期以降の進展以降は研究の進展はなく，有界領域としては多項式凸性が最良の結果で
あった． 
正則族の普遍空間であることから，タイヒミュラー空間の複素構造および空間上の正則関数は，

正則族の正則依存不変量の研究，そして有界領域として性質を理解するために重要な研究対象
であることは明白であり，今後の進展のためにも，新しい視点からの研究が望まれていたと考え
られる． 
 

 

２．研究の目的 
 
本研究は，有界領域としてタイヒミュラー空間を複素解析的視点から研究する．そして，その

先には，タイヒミュラー空間の無限遠境界（ベアス境界）の構造を解明して，それらの外在的性
質（埋め込みの像の性質という意味で外在的）からタイヒミュラー空間自身の内在的な性質の関
係を理解して，タイヒミュラー空間論およびその関連分野の相互的発展を目標としている． 
 
 
３．研究の方法 
 
有界領域として，つまり複素解析的な外在的性質を知るためには，多変数関数論および多重ポ

テンシャル論において定義されているような基本的な関数をモジュライの視点から研究する必
要がある．本研究では，それらの基本関数のうち多重グリーン関数を考え，それを用いて多重ポ
テンシャル論を展開する手法をとる． 
Krushkal により，多重グリーン関数がタイヒミュラー距離を用いて表す公式が示されている．

タイヒミュラー距離は小林距離であるため，Krushkal の公式はタイヒミュラー距離の幾何，つ
まり極値的長さを用いた幾何学と複素解析的視点の研究との関係を示唆するものである．一方
で，すでに，極値的長さを用いた幾何学は，単純閉曲線上の交点数の幾何学である交点数の関数
を用いて位相幾何学的視点（サーストン理論）に内包されているため，多重グリーン関数と
Krushkal の公式を通して，位相幾何学的視点（理想境界の幾何）と複素解析的視点の関係が解
明され，そして内在的性質と外在的性質の関係が得られることを期待する． 
また，Demailly により多重グリーン関数を用いた多重調和測度の特徴付けと境界値のポアソン

積分表示を用いて，タイヒミュラー空間の理想境界の関数を用いたタイヒミュラー空間上の正
則関数の研究を行い正則関数の性質について解明する． 
 
 
４．研究成果 
 
ベアス境界の点を表すクライン群の終層と関係して交点数の零集合を用いたコンパクト化（閉

化）について研究した（[8]）.タイヒミュラー距離のグロモフ積は交点数として取り扱うことが
できるため，（タイヒミュラー空間はグロモフ双曲的ではないが）グロモフ境界の研究を真似て
タイヒミュラー空間のタイヒミュラー距離空間として構造を研究した（[4],[7]）． 
極値的長さはタイヒミュラー空間の点と測度付き測地線層の２変数関数と考えることができる．

極値的長さの測度付き測地線層に関する微分公式を位相幾何学的視点（組み合わせ的視点）から
の研究を行った（[6]）.論文[5]において，極値的長さの関数をタイヒミュラー空間上の関数と
してのレビ形式を具体的に計算することにより，その逆数が多重優調和関数であるであること
を示し，極値的長さの幾何学と多重ポテンシャル論との関連することを示した．多重グリーン関
数を，タイヒミュラー距離を用いて表示する Krushkal の公式の別証明を得た（[1]）．また，
Krushkalの公式を用いてDemaillyの意味の多重調和測度とポアソン核をモジュライと位相幾何
学的な視点からの特徴付けを得た．そして正則関数（多重調和関数）の境界挙動についての
Schwarz の定理をタイヒミュラー空間に対して定式化した．この結果は現在投稿中である（[9]）． 
無限次元のタイヒミュラー理論について研究した．特に[2]ではタイヒミュラー距離の複素測

地線であるタイヒミュラー円板の境界挙動を普遍タイヒミュラー空間において調べた．また，擬
等角写像の無限小空間の構造を力学系的な視点から研究した（[3]）． 
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