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研究成果の概要（和文）：実数列にある実数をかけた列を考え、その小数部分の分布を調べるのが一様分布論で
ある。その名の通り、多くの数列に関して、ほとんどすべての実数をかけた場合に小数部分の分布は一様分布に
漸近するがその速さを差異量を用いて解析することを考える。我々は等比数列の場合にほとんどすべての初期値
に関して重複大数の法則が成り立つことを証明し、さらにそこに現れる定数を与える公式を公比が大きい場合に
証明してきたが、公比が小さい場合に公式では得られない定数が現れること、与えられた速さが実現できるよう
な数列が存在することなどを新たに示すことに成功した。

研究成果の概要（英文）：For given sequence of real numbers, multiplying a real number and 
investigate the distribution of fractional part. This is the thema of uniform distribution theory.
For various sequences, the limit distribution is the uniform distribution for almost every 
multiplied real number, and we analyse the speed of convergence toward the uniform distribution by 
using the notion of discrepancies. We have already prove the law of the iterated logarithm for 
discrepancies for geometric progressions, and proved the formula which give the limsup constant when
 the ratio is large. In this project, we found several ratios for which the limsup constant is 
different from the value given by the formula. We also proved the existence of the sequence which 
realize the given speed of convergence of discrepancies. 

研究分野：確率論

キーワード： 一様分布論　間隙級数論　確率論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
解析的整数論の一分野として研究されてきた一様分布論に強力に確率論の手法を導入し、重複大数の法則を証明
することにより、極めて初等的な等比数列について、今まで未知であった小数部分の分布の一様分布への漸近の
速度について研究を進めている。公比が大きい場合にはすでに決定的な結果を得ており、この研究プロジェクト
で小さい公比の場合に起こる様々なパターンの挙動例を見出すことに成功しており、新奇な実例を挙げたことと
なっている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ─１９、Ｆ─１９─１、Ｚ─１９ (共通)

1. 研究開始当初の背景
Weyl の定理の主張は nk+1 − nk > c > 0 であれば {⟨nkx⟩} は単位区間上一様分布するとい
うものであった。これは discrepancy

sup
0≤a′<a<1

∣∣∣∣ 1N
N∑
k=1

1[a′,a)(⟨nkx⟩)− (a− a′)

∣∣∣∣;
で与えられる discrepancy DN ({nkx}) が 0 に収束することを導くものである。等差数列に
関してはKhinchin と Kesten により、収束の速さは決定されていたが、等比数列に関して
は研究が送れていた。
Philipp はHadamard 間隙条件 nk+1/nk > q > 1 をみたす {nk} に対し重複対数型の評価

1

4
√
2
< lim

N→∞

NDN ({nkx})√
2N log logN

≤ Cq a.e.

を示して、 Erdős-Gál の予想を解決している。
研究代表者の以前の研究により |θ| > 1 をみたす実数 θ に関して以下の重複対数の法則が示
されている。

lim
N→∞

NDN{θkx}√
2N log logN

= Σθ, a.e.

ここで θ が有理巾根でない場合即ち θj /∈ Q (j = 1, 2, . . . ) なら Σθ = 1
2 であり、有理巾根

であれば Σθ >
1
2 である。

以下 θ は有理巾根とし r = min{j ∈ N | θj ∈ Q} と r を定め θr = p/q の様に p ∈ Z と
q ∈ N を用いて既約分数に表すとする。
p, q がともに奇数であれば

Σθ =
1

2

√
|p|q + 1

|p|q − 1

である。p/q の値が大きい時には Σθ の具体的値を与える公式が求まっている。p が奇数 q

が偶数で |p/q| ≥ 9/4 である場合と、p が偶数 q が奇数で |p/q| ≥ 4 である場合には Σθ は
以下の様に与えられる。√√√√(|p|q)I + 1

(|p|q)I − 1
v
( |p| − q − 1

2(|p| − q)

)
+

2(|p|q)I
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)
.

ここで v(x) = ⟨x⟩(1− ⟨x⟩), I = min{n ∈ N | qn = ±1 mod |p| − q} である。この公式によ
り、例えば以下の値を求めることができる
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また、例外的な値として

Σ2 =
1

9

√
42, Σ−2 =

1

49

√
910.

|p|/q が小さい場合に値を求め、収束の速さを完全に決定することはできていなかった。



2. 研究の目的
間隙級数の方法を用いて典型的な数列に対して discrepancy の漸近挙動を完全に決定するこ
とである。また、多次元の数列に関しての研究をすすめることである。

3. 研究の方法
discrepancy を単位区間内の有限個の点を端点にもつ有限個の区間に限定した最大値により
得られる量とそこで用いられた点の間に限定し取った上限の二つの量に分解して評価する
discrepancy splitting の手法を徹底的に応用し評価して行く。
また、martingale 近似による概不変定理の導出により、重複対数の型の定理を導く。

4. 研究成果
(1) 有理数 p/q の巾根である公比をもつ等比数列に関する重複対数に現れる定数について
|p|/q が小さい場合について考える。
まず p/q = 13/6 の場合は 13/6 < 9/4 であるが上記公式は成り立ち、

Σ13/6 =
2

7

√
237

77

が得られ、上の公式の閾値は限界に達していないことがわかった。
一方 3/2, 4/3, 8/3, 10/3, 17/8 については公式と異なった値が得られることがわかった。

Σ3/2 =
2

665

√
305671451762616889661445636790873

10314424798490535546171949055

Σ4/3 =
18

7

√
117609

2985983

Σ8/3 =
2

275

√
157667789263012683051319944222

32159909742724829389686571

Σ10/3 =
6

637

√
43479927170

14877551

Σ17/8 =
2

675

√
2972498069993207680191880231521354312204246283

104127550853833809985880737775289062764635

特に 3/2 は一様分布論の中でもよく調べられてきたものであるが、測度論的には明快な結
果が得られている。

(2) 与えられた速さで一様分布に収束する列の構成
実数列 {Ψ(N)} がある N0 と ε > 0 に対して

0 < Ψ(N) ≤ Ψ(N + 1) (N ≥ N0), (1)

Ψ(N) ≥ (logN)(log logN)1+ε (N ≥ N0), (2)

Ψ2(N + 1)−Ψ2(N) = o(log logΨ2(N)) (3)

をみたすとする。この時任意の Σ > 0 に対して 1 ≤ nk+1 − nk ≤ 2 をみたす正の整数列
{nk} が存在して

lim
N→∞

NDN{nkx}
Ψ(N)

= Σ a.e.

を満たす。
条件 (3) からは

Ψ(N) = o((N log logN)1/2) (4)



が導かれる。例えば Ψ(N) = Nα(logN)β(log logN)γ で (1), (4) をみたすものはこの定理
の適用範囲にある。
また関連する問題として

∑N
k=1 cos 2πnkx が与えられたスピード Ψ(N) で発散する {nk} の

存在について考える。Erdős-Gál によればHadamard 間隙条件 nk+1/nk ≥ q > 1 の下で重
複対数の法則

lim
N→∞

1√
N log logN

N∑
k=1

cos 2πnkx = 1 a.e.

が成立することがわかっている。この拡張として以下の結果が得られる。
実数列が {Ψ(N)} ある N0 と D > 0 に対して (1) と

Ψ(N) → ∞, Ψ2(N + 1)−Ψ2(N) = o
(
(log logΨ2(N))D

)
. (5)

を満たすとすると正の整数の狭義増大列 {nk} が存在して

lim
N→∞

1

Ψ(N)

N∑
k=1

cos 2πnkx = 1 a.e.

をみたす。
(5) からは

Ψ(N) = o
(
N1/2(log logN)D/2

)
(6)

が従う。Ψ(N) = Nα(logN)β(log logN)γ で (1), (6) をみたすものはこの定理の適用範囲に
ある。D はいくら大きくても良いという点を強調しておく。

(3) 等比数列の無理数回転による摂動が与える影響
|θ| > 1 に対して {θkx} の差異量の挙動は上に述べたとおりであるが、無理数回転 {kγ} に
より摂動し {θkx+ kγ} を考えると重複大数の法則が成り立ち、なおかつ θ の値によらず現
れる定数はすべて 1/2 となってしまうことが示された。また、等比数列の適当な部分列を
摂動すると定数が 1/2 とならない場合もあり、等比数列特有の性質であることも示された。

(4)　多次元 Riesz-Raikov 和の中心極限定理
d-次元行列 A が拡張的すなわち ∥x∥ < ∥Ax∥ が x ̸= 0 に対して成り立つときに

∑
f(Akx)

についての中心極限定理を証明した。将来的に discrepancy の解析を行うための第一歩とし
て研究した。
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