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研究成果の概要（和文）：完備距離空間における不動点定理である Bogin の不動点定理と Ciric の不動点定理
を同時に拡張する新しいタイプの不動点定理を証明した。本定理は証明の手法もとても新しく、今後の発展が期
待できる。また τ-distance をよりシンプルにした τ'-distance という概念を導入し、関連する定理を証明
した。不動点理論にはさまざまな縮小条件が現れるが、それらを条件を統一的に扱う方法を見つけた。
さらに、距離空間よりも一般の空間に関する性質を調べた。たとえば、ν-generalized metric space が点列的
に compatible な位相な持つことを証明した。

研究成果の概要（英文）：We studied fixed point theory in metric spaces. For example, we proved a new
 generalization of both Bogin's fixed point theorem and Ciric's fixed point theorem in complete 
metric spaces. In the proof, we gave a new method. Also, we introduced the concept of τ'-distance 
which is a very slight generalization of τ-distance and which is more natural than τ-distance. 
Using this concept, we proved some related theorems. In metric fixed point theory, there are several
 contractive conditions. We discussed these conditions by a unified method.
We studied several spaces which do not have rich structure. For example, we prove that a ν
-generalized metric space has both strongly compatible topology and the strongest sequentially 
compatible topology. Also, we proved Caristi's fixed point theorem in (Σ,≠)-complete semimetric 
spaces.

研究分野：不動点理論

キーワード： 不動点　contraction　ν-generalized metric　τ-distance　semimetric space　semicompleteness

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
完備距離空間における不動点理論は1960年代と1970年代に大きく発展した。その後、本質的に新しい不動点定理
は証明されなかったように思える。今回得られた不動点定理は証明の手法もとても新しく、今後の発展が期待で
きる。τ'-distance の導入や縮小条件に関する結果は、今後の議論展開を容易にするため、新たな発展へ寄与
できると思われる。
最近、 semimetric space や ν-generalized metric space といった弱い構造しか持たない空間での研究が盛
んに行われている。本研究もその一部であり、得られた成果を用いて、さらに精密な研究が行われると期待でき
る。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
（１） 完備距離空間における不動点理論 
 
完備距離空間における不動点理論は 1960年代と 1970年代に大きく発展した。その後、本質的
に新しい不動点定理は証明されなかったように思える。例えば 1974年と 1976年に、Ciric と 
Bogin の不動点定理が証明されている。両者は形が似ているにも関わらず、独立な不動点定理
である。縮小に関する条件は、Ciric は係数の部分の∞ノルムが１未満でと Bogin は係数の部
分の１ノルムが１以下である。一般に、縮小条件に関して「１未満」というは不動点定理の十分
条件になりやすく、「１以下」というのはなりにくい。 
 
（２） τ-distance 
 
研究代表者は 2001年の論文で τ-distance という距離関数を拡張した概念を導入し、さらにこ
の概念を用いることで完備距離空間におけるいくつかの不動点定理を拡張した。τ-distance に
なっている多くの例を挙げることで、単に定理を拡張するだけでなく、τ-distance という概念
を通すことで、従来の不動点定理に新しい見方を与えた。τ-distance を定義するに当たり、２
０以上の定義を吟味し、５つの条件からなる定義を採用した。その時点では、普遍的な概念に近
いように感じていた。ところが、後の Lin と Du の研究から、τ-distance の定義に改良の余
地があることが分かった。 
 
（３） 写像の縮小条件 
 
完備距離空間への不動点定理における縮小写像の条件に関しては、様々なものが提案されてき
た。Browder, Matkowski, Boyd-Wong, Meir-Keeler, Ciric-Jachymski-Matkowski  等々。これ
らの条件の記述は多様であり、比較が非常に難しかった。 
 
（４） ν-generalized metric space の位相的性質 
 
Branciari によって 2000年に導入された ν-generalized metric space という概念は距離空間
の概念を拡張した非常に面白い概念である。2015 年に研究代表者が発表した論文で  3-
generalized metric space だけが compatible な位相を持つことを証明した。ν=2 または 4 
以上のときは、compatible な位相を持たない反例があることが分かっている。 
 
 
２．研究の目的 
 
微分方程式の解、ゲーム理論における均衡解、最適化問題における最適解等の様々な解がある写
像の不動点となる為、不動点理論はこれらの研究分野においても非常に重要な役割を果たして
いる。これら以外にも「Banach 空間の幾何学的構造」、「信号・画像処理」、「通信工学」等多岐
にわたる数学的応用・経済学的応用・工学的応用を持つ。不動点理論というのは、数学の中でも
非常に基礎的な理論であるにもかかわらず、その応用先は数学的なものに留まらない。この基礎
解析学の結果が思わぬ分野に応用されている。 
 
このような背景のもと、この研究課題の目的は以下になる。 
・不動点そのものの研究 
・不動点に関連する数学的な構造の理論的な研究 
 
 
３．研究の方法 
 
単独での研究はもちろんのこと、研究分担者・連携研究者と直接会って、共同研究を行った。ま
た、研究集会に参加して、研究成果の発表し、最新の研究情報を得、他の参加者と研究討論を行
った。 
 
コンピュータを用いて膨大な数値実験を行い、研究の方向性を見極めながら効率的に研究を進
めた。数学の研究であるので、定理を証明することによって研究が完結する。つまり、コンピュ
ータを用いた膨大な数値実験の結果は論文にはあらわれないが、実際には、このような研究手法
を用いた。 



 
 
４．研究成果 
 
３１編の査読付き論文を作成することができたが、代表的な研究成果に関して記述したい。 
 
（１） 完備距離空間における不動点理論 
 
１つ目は Ciric の不動点定理と Bogin の不動点定理を同時に拡張する不動点定理を証明した。
上述したように、「１以下」という条件は不動点定理を証明する際に非常に扱いにくく、新しい
手法を取り入れることで、証明することができた。 
 
２つ目は Hegedus-Szilagyi の拡張定理である。「（３）写像の縮小条件」の研究が進んだことに
より、この定理に拡張の余地があることを発見した。考えられ得る縮小条件の中で best 
possible な十分条件の元で証明を行った。 
 
（２）τ-distance 
 
Lin と Du の研究に触発されて、τ-distance をわずかに弱くした概念 τ'-distance を導入
した。この概念の定義は３つの条件からなる。概念を弱くしただけであるが、τ-distance では
証明できなかった命題が次々と証明され、τ'-distance がより自然な概念であることが分かっ
た。τ-distance 関連の研究は一区切りついたと思っている。 
 
（３）写像の縮小条件 
 
２次元の収束点列を用いて、上述した５条件を一つの統一された方法で記述することに成功し
た。また、上記５条件に加え、新たに７条件（合計１２条件）を統一された方法で記述すること
ができている。今後の完備距離空間における不動点理論を整理する際に非常に有効であり、不動
点定理の十分条件の限界に関しても非常に見通しの良い方法を提供することになるであろう。 
 
（４）ν-generalized metric space の位相的性質 
 
上述したように、すべての ν-generalized metric space が compatible な位相を持つとは限
られていないが、 strongly compatible な位相を持つことを証明した。また、strongest 
sequentially compatible な位相という別な位相も持つことを証明した。分離公理についても
議論をした。 
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