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研究成果の概要（和文）：本研究の目的はヤコビ解析において用いた手法を精査すると共に、それを多変数へ、
とくに高ランクな半単純リー群上の解析に拡張することであった。アーベル逆変換をユークリッド空間上の分数
微分作用素で表記する手法により、ヤコビ解析とユークリッド空間での調和解析との関係がより明確になった。
これにより従来から知られていた実ランク1の半単純リー群上の特異積分論を改善することができた。また多変
数化に関しては具体的なSU(n,m)を例にとり、畳み込み作用素に見られるKunze-Stein現象の端点評価を得ること
ができた。高ランクの場合の最初の結果である。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research was to examine the method used in the Jacobi 
analysis and to extend it to multivariate analysis, especially on semisimple Lie groups with higher 
rank. By rewriting the inverse Abel transform in terms of a Euclidean fractional differential 
operator, the relationship between the Jacobi analysis and the harmonic analysis on Euclidean space 
has been more clarified. This improves the singular integral theory on real rank-1 semisimple Lie 
groups. As for multi-variable cases, we investigated the case of SU(n,m) as an example, and obtained
 the end-point estimate of the Kunze-Stein phenomenon related to convolution operators. This was the
 first result for the higher rank case.

研究分野：調和解析

キーワード： 非可換調和解析　ヤコビ解析　特異積分論　半単純リー群　アーベル変換　分数作用素　畳み込み作用
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ユークリッド空間上の調和解析を半単純リー群上に拡張する研究は、調和解析の主分野となっている。フーリエ
解析の類型までは完成しているが、一般の特異積分論となると実ランク1な半単純リー群およびその拡張である
ヤコビ解析の場合を除くと、結果に乏しい。今回の逆アーベル変換をユークリッド空間の分数微分作用素で表す
手法により、例ではあるがSU(n,m)(ランクn) の場合に結果が得られたことは意義がある。とくに上記手法の有
効性を確かめることができた。計算にはSU(n,m)の具体的な構造を用いているので、今後はこの性質を一般の高
ランクな半単純リー群に拡張したい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 

Fourier解析の拡張としての調和解析は近年、新たな局面を迎えている。リー群上の表現論

を用いた非可換調和解析から、さらに代数的なルート系に付随する微分・差分作用素の固有

関数を用いた調和解析へと発展しており、Dunkl変換、Heckman-Opdam 変換、Cherednik変

換などが研究されている。研究の方向としては、Fourier解析の類型として、Plancherel 公

式、Schwartz 空間の特徴付け、最大関数の有界性などが対象となる。しかし多変数の場合

などにおいては、固有関数の具体形に関する情報が不足しており、Littlewood-Paley関数・

面積関数などの特異積分の有界性に関する理論の構築には限界がある。対象が一般化され

るに従って十分な成果が得られていないのが現状である。その回避として筆者はヤコビ解

析において逆 Abel変換をユークリッド空間の分数微分作用で表し、それによりヤコビ解析

とユークリッド空間上の解析を関係付ける手法を用いて来た。これにより実ハーディ空間

などをヤコビ解析において構築してきた。この手法を、Cherednik解析などに拡張すること

を試み、多変数調和解析や新たな特異積分論を構築することが可能となる。 

 

２．研究の目的 

本研究の目的はユークリッド空間上の調和解析を Cherednik 変換まで拡張し、新たな多変

数の特異積分論を構築することである。多くの困難が予想されるが、筆者がヤコビ解析で用

いた逆 Abel 変換を分数微分作用素で表す方法を多変数に拡張することにより、実ハーディ

空間の構成や各種の特異積分理論が新たな空間上で得られるものと期待される。とくに表

現論への応用や畳み込み作用素に現れる特異な現象－Kunze-Stein 現象などについても探

る。より具体的に述べれば、ユークリッド空間あるいはヤコビ解析において得られた諸結

果：(a) Abel変換と逆 Abel変換、(b) Riesz 変換の理論、(c) Calderon-Zygmund作用素の

理論とその Lpおよび H1有界性、(d) Bourgain 不等式、(e) BMOと H1の関係の構築、(f) 

群上の調和解析への応用、などを Dunkl変換、Heckman-Opdam 変換、Cherednik 変換などに

拡張することである。これらの過程でポイントとなることは、一変数の解析から多変数の解

析への拡張および重み関数が指数増大度を持つ空間への拡張である。研究成果の少ない分

野なので、研究方針や手法の正当性を常に評価する。 

 

３．研究の方法 

本研究の目的は特異積分論を Dunkl変換、Heckman-Opdam 変換、Cherednik変換などへ拡張

することである。空間の特性を調べる研究と特異積分の性質を調べる研究が交差している。

したがって方法としては、1変数の特異積分論、例えばヤコビ解析を精査することと、それ

らを多変数の特異積分論、たとえば高ランクな半単純リー群上の特異積分論に拡張するこ



 

 

ととした。流れとしては、筆者がヤコビ解析において Littlewood-Paley関数・面積関数な

どの特異積分の Lp および H1 評価を得たときの手法を、より一般化された空間で用いて、

Calderon-Zygmund 作用素の有界性を求めることとした。具体的にはヤコビ解析のときに構

築した逆 Abel変換公式を、一次元の Dunkl変換、Heckman - Opdam変換、Cherednik 変換か

ら多次元の変換へ順次拡張することを試みた。ここで各変換はラプラシアンの固有関数で

定義され、ユークリッド空間の固有関数とは繋絡作用素の双対を用いてつながっている。こ

の積分作用素をユークリッド空間の分数作用素で表すことにより新たな逆変換公式が得ら

れた。この公式により、各変換に付随する調和解析とユークリッド空間の調和解析をつなぐ

ことが可能となる。とくに最大関数・Littlewood-Paley g-関数・Lusin面積関数など畳み

込み作用素を含む特異積分を定義でき、かつその有界性を Euclid空間の場合に帰着するこ

とが可能となった。多変数の調和解析、とくに高ランクな半単純リー群上において特異積分

論を構築することに関しては SL(n,R), SU(p,q)などの具体的なリー群を対象に具体形な計

算から始め、一般論の構築を目指した。以上の研究を遂行するにあたっては分野が多岐に渡

ったので多くの研究協力者に支援をいただいた。① 中井英一（Nakai Eiichi）茨城大学・

理学部・教授 ② 宮地昌彦（Miyachi Akihiko）東京女子大学・名誉教授 ③ K. Koufany：

l’Universite Henri Poincare, Nancy I, 教授 ④ L. Peng：北京大学・数学科学学院・教

授 ⑤ Lie Heping：北京大学・数学科学学院・教授 ⑥ Lie Jianming：北京大学・数学科

学学院・准教授 ⑦ R. Daher：University Hassan II, Faculty of Sciences, 教授 ⑧ 

A. Abouelaz：University Hassan II, Faculty of Science, 教授 (2021年逝去)の方々に 

感謝する。 

 

４．研究成果 

研究目的で述べた(a)～(f)の各項へ成果をまとめることは現在進行中である。これらの全

体に関連する 1 変数のヤコビ解析における特異積分論の精査および高ランクな SU(n,m)で

の畳み込み作用素の Kunze-Stein現象の端点評価に関しては成果をまとめることができた。 

前者の特異積分論の精査に関しては、ランク 1なリーマン対称空間上で、Ionescu によって

得られていた転移原理を、アーベル変換を間に入れる形に改良して良い結果を得ることが

できた。関連する話題を⑥～⑩で成果発表をした。 後者の Kunze-Stein現象の端点評価に

関しては、 高ランクな場合は未解決であった。 ランクが任意な複素単純リー群から始め、 

実半単純リー群の例として SU(n,m)の場合に結果を得ることができた。関連する話題を③～

⑤で成果発表し、③～⑤の論文にまとめることができた。 

＊本研究は研究期間を 2 年間延長した。これは国外研究協力者の招聘がコロナ禍で遂行で

きなかったことによる。この期間に 2件の研究論文と 2件の学会発表を行った。これは 2020

年度からの科研費による成果とし、本研究成果には掲載していない。 
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