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研究成果の概要（和文）：確率parametrix方法に対してのシミュレーション方法として拡張を行った。
parametrix展開方法の宣伝を行うために簡単な説明を取り入れた論文を出版した。その成果に興味を持った研究
者が現れ、研究活動が広まる可能性が出てきた。特に2018年度ではシミュレーション方法としてだけではなく理
論に役立つことを証明するために努力して来た。その中の一つ例として無限次元部分積分公式がある。その方向
で研究を行った。
また、ファイナンスへの応用だけではなく確率微分方程式のパラメーター推定に関してジャンプ型確率微分方程
式におけるパラメーター推定の近似制度について研究を行った。

研究成果の概要（英文）：Simulation experiments using the parametrix method were carried out. In 
order to disseminate this method for applied sciences we found an easier way to explain this 
methodology and improved the simulation methodology.With this achievements, we believe that the 
method may be used by other researchers. We also found out how to use this methodology not only for 
practical Monte Carlo simulations but also for theoretical purposes. One of them is the infinite 
dimensional integration by parts formula. 
Besides financial applications, we also worked out asymptotic properties for parameter estimation 
problems for jump type stochastic differential equations. 

研究分野：確率解析

キーワード： parametrix　無限次元解析　シミュレーション
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研究成果の学術的意義や社会的意義
時間と共に不確実に変化する量が応用問題ではよく現れる、その中の一つが拡散過程と呼ばれる概念である。例
えば株価や海の酸素濃度などがある。応用の問題の必要性により複雑な理論的なモデルが存在する。ただし、実
際の計算を行うためにパソコンを利用し、シミュレーションにより計算する。現代のパソコンの計算力に限界が
あるので素早く計算できる方法が不可欠である。この中で偏微分方程式論で利用される解析方法の中の
parametrixと呼ばれる方法を利用し、新しいシミュレーション方法を展開した。また、確率過程論の中でも理論
展開のために利用することを目指した。ファイナンスやパラメーター推定問題にも応用した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
このプロジェクトの開始当初には Parametrix 方法という偏微分方程式の中でも古典的な解析方
法として用いていた。確率解析の中で解析論と確率論の知識を持っていた研究者の中で知られ
ていた方法であった。ただし、主にマルコフ過程の理論的な展開のために利用されていた。その
ため、この方法の解析的な専門用語を利用した論文が多かった。 
２．研究の目的 
Parametrix 方法を確率解析の言葉に置き換えて、様々な応用に利用できるようにする。特に 
本研究では、新しい無限次元解析に向けて確率 Parametrix 方法により滑らかでない係数の確率
微分方程式(SDE)の解析道具として広く適用することが目的である。特に次の問題について取り
組むことを目的とする（１）滑らかではない準楕円 SDE の密度関数に関して詳しく性質を調べ
る。（２）滑らかでない汎関数に対しての密度関数の parametrix 展開. 汎関数として確率過程の
最大値や停止時間を主な例として扱う。（３）SDE の係数が滑らかでないときの密度関数展開を
行う。（４）準楕円 SDE の高近似方法により SDE の近似と解析方法。（５）応用を考えると様々な
driving 確率過程や汎関数に関して適用し、Parametrix 方法の確率的な議論により応用範囲を
拡大する。例えば Driving 確率過程ではジャンプ過程や Fractional ブラウン運動などが考えら
れる。 
３．研究の方法 
最初に Parametrix 方法を利用し確率微分方程式の解の分布をモンテカルロシミュレーションを
行うために使えることを証明し、ファイナンスや統計学への応用についても検討した。できるだ
け確率的な用語を利用し、利用者を増やすことを目指した。例えばジャンプ型確率微分方程式や 
汎関数に関しても確率的な解析方法を利用し、使えるようにした。また、理論の観点からも展開
を行うことが目的であったため、停止時間というような拡散過程の汎関数に関して確率的な解
析を行った。このことにより軌道の影響について研究を行った。特に無限次元解析の部分積分公
式に関して研究を行った。 
４．研究成果 
この 4 年間では我々の研究の中でシミュレーションの応用に限らず理論的な面でも確率解析の
中で parametrix 方法の展開を行った。その成果として現在世界中ではこの方法を確率的に行う
か解析的に行うかの可能性が広がってきた。 
 
一般的に確率微分方程式は様々な現象が説明できるモデルであることが認められている。 
その中で具体的に計算できる確率微分方程式が少ない。そこで、その解の分布、平均などの統計
を計算するときに役に立つ公式を構築した。その論文により誤差がないモンテカルロシミュレ
ーション方法の提案ができた。連続拡散過程の基本なシミュレーションを行い、そのシミュレー
ションの分散を減少する方法も提案できた。 
 

このグラフではいくつか提案したシ
ミュレーション方法の精度を計って
いる。緑の線が分散現象法を利用し
ている方法である。黄色線は
MultiLevel と呼ばれる方法を利用
したシミュレーション方法である。
ただし、なめらかでない汎関数のシ
ミュレーション方法として今回提案
された parametrix 方法による展開
を行っている。黄色線の同様な展開
が現在困難である（細かい場合分け
を行う必要があり、各場合で異なっ
た解析を行う必要がある）。 
この論文の後に様々な応用で使える
ように以下の場合でもシミュレーシ
ョン方法を構築できるように準備し

た。○1 ジャンプ型確率微分方程式○2 １次元反射付き確率微分方程式○3 停止された拡散過程。 
さらに統計推定を行う場合でもこのような方法が使えることも証明できた、特にジャンプ型確
率微分方程式の設定でパラメーター推定を行うときの LAN 性質の証明にも取り組んだ。この性
質がわかることで尤度関数を利用した推定や検定が最適であることがわかるので応用の意味で
大事な性質である。ただし、利用された技術のせいでジャンプ構想が制限されることが必要であ
った。この制限を外すために parametrix 技術の展開を利用することを考え始めている。 
このプロジェクトの最後に parametrix という展開方法に関して研究と宣伝を行った。特に国際
研究会に参加し簡単な説明を行って来た。その成果によって興味を持った研究者が現れた、研究
活動が広まる可能性が出て来た。 
次に無限次元の部分積分公式の構築に関して検討し始めた。今までに Malliavin 解析と呼ばれ
てきた方法を使うことが通用である、ただし、微分の概念が一次元解析と似ていることもあるの
で確率過程がなめらかではないと微分不可能になる。その結果微分積分公式の構築できないこ



とが良くある。 
特別な例に関して測度変換方法を利用し、Bismut 氏や Cattiaux 氏が結果を得られている。 
この設定では我々ができるだけ一般理論を構築することを目指している。このためマルコフ連
鎖を利用し、parametrix を確率論のなかにある無限次元部分積分公式を紹介しようとしている。
このため今年は停止された確率過程に関して部分積分公式を得た。この公式は今までにできた
公式よりわかり易くシミュレーションも可能である。 
この設定では停止された拡散過程に関して無限次元部分積分公式を構築することができた。こ
の問題は Frikha 氏と Li 氏の共同研究が出版され、深く関係がある問題なので研究を進めてい
る。 
ジャンプ確率過程に関して大学院レベルの教科書を出版し、その内容を踏まえて特徴のある安
定過程の最大に関しての部分積分公式を得られる方法について考えた。基本結果が得られたが
どこまで拡大できるのか検討している。 
残した課題として Sabr 確率過程が数理ファイナンスで現れるモデルがある。頻繁に使われてい
るモデルでありながら数学の性質に関して完全証明されていないことが多く、その中で密度関
数の存在について証明することを目指してきた。ある場合で証明ができているが一般の場合で
も証明できるように努力している。 
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