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研究成果の概要（和文）：臨界ソボレフ指数と呼ばれる数より大きい増大度を非線形項が持つ場合に，球領域に
おける半線形楕円型偏微分方程式の球対称解の解構造（分岐構造）を明らかにした．解構造は特異球対称解と密
接に関係しているため，特異球対称解についても研究を行った．特に，非線形項の主要部が冪か指数関数の場合
に，特異球対称解が一意的に存在し，古典解が特異解に収束することを示した．
一方，当初の研究計画にはなかったが，主要部が冪や指数関数ではない場合には，藤嶋陽平氏（静岡大学）によ
って発見された一般化相似変換が有効であることを明らかにし，それを用いて一般的な非線形項の場合について
も解構造のかなりの部分を明らかにした．

研究成果の概要（英文）：The structure of the positive solutions of semilinear elliptic equations 
with supercritical growth in a ball is studied. The solution structure is deeply related to a radial
 singular solution, and hence it is also studied. When the principal part of the nonlinear term is a
 pure power function of an exponential function, we show that the classical solution converges to 
the singular solution in some sense.
On the other hand, if the nonlinear term does not have a algebraic growth or an exponential growth, 
then we found that the generalized similarity transformation, which was fond by Professor Fujishima 
of Shizuoka University, is key to study. Using this transformation, we clarify the solution 
structure in that case.

研究分野：偏微分方程式

キーワード： ソボレフ優臨界　半線形楕円型偏微分方程式　分岐図式　正値特異球対称解　一般化相似変換　一般の
増大度　Joseph-Lundgren指数　交点数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
半線形楕円型偏微分方程式の研究において，非線形項の増大度がソボレフの意味の，劣臨界もしくは臨界の場合
は，膨大な量の研究がなされている．一方，優臨界の場合は，有効な関数解析的手法が存在しないため，その解
構造や解の性質等は未知の部分が大きかった．
本研究では，球対称解に制限することによって，常微分方程式の手法を用いて解構造や解の様々な性質を明らか
にすることが目的である．本研究によって優臨界方程式に特有の現象が明らかにされ，さらに，対応する放物型
方程式の研究に有効な様々な手法や情報を提供した．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
非線型楕円型偏微分方程式の研究手法は，方程式の非線形項の増大度に応じて大きく異なる．
一般的に，非線形項の増大度が大きいと非線形性の強さが大きく，解析が困難になる．非線形
項の増大度が，臨界ソボレフ指数と呼ばれる指数より小さい場合（劣臨界）と，等しい場合（臨
界）は，変分法を用いた研究が数多くなされている．しかし，臨界ソボレフ指数より大きい場
合（優臨界）は，変分法が使えないことが知られており，その場合の解構造は，未知の部分が
大きかった．一方，優臨界の場合で，球領域上定義された方程式の正値解の完全な解構造が明
らかになっている，いくつかの特殊な非線形項が知られている，といった状況であった．その
特殊な非線形項の中に，純粋冪の非線形項と，指数関数の非線形項が含まれている． 
 
２．研究の目的 
優臨界楕円型偏微分方程式に対して，球領域上の正値解の構造を明らかにすることが最終的
な目的である．この解構造は，特異球対称解と密接に関係することが知られているので，特異
球対称解の様々な性質を明らかにすることも目標となる．また，これらの解析に必要な，優臨
界の場合に特有の手法を開発することも目標である． 
 
３．研究の方法 
優臨界の場合に，一般の領域における（正値解とは限らない）全ての解の解構造を，完全に決
定することは，現在の数学では不可能である．そこで，球領域上の正値解に制限することによ
って，解の形状を球対称に制限する．常微分方程式の手法と偏微分方程式の手法を組み合わせ
ることによって，解構造の解明を目指す． 
 
４．研究成果 
通常，区間領域における線形化固有値問題といえども，微分作用素が非定数係数の場合は，
解が具体的に表示できないことが知られており，従って，固有値や固有関数は一般的な状況で
は具体的には表示できない．しかし，近年の若狭徹氏（九州工業大学）と四ツ谷晶二氏（龍谷
大学）の研究で，非線形項が特殊な場合は，いくつかの方程式でその線形化固有値問題の全て
の固有値と固有関数が，具体的に表示できる場合があることが明らかになった．①では，その
手法を用いて，１次元 Gel’fand 方程式の全ての解における線形化固有値問題を考え，その全
ての固有値と固有関数を具体的に表示することに成功した． 
 
⑦では純粋冪を非線形項に持つ，（退化した場合を含む）楕円型偏微分方程式の２つ球対称解
の交点数を明らかにした．この結果には，指数について技術的な条件が課されていたが，⑥で
は，用いられている変数変換を改良することによって技術的な条件を取り除き一般的な結果を
得た．具体的には，Joseph-Lundgren 指数と呼ばれる指数の一般化に相当する指数を発見し，
結果は冪 pが，(i)方程式の冪がその指数以上の場合，(ii)その臨界ソボレフ指数より大きくそ
の指数未満の場合，(iii)臨界ソボレフ指数の場合の，3通りの場合に別れる．まず２つの解が
有界な解の場合は(i)のとき交点数が 0，(ii)のとき交点数が∞，(iii)のとき交点数が 2 とな
ることを示した．２つの解が特異解と有界な解の場合も(i)交点数 0，(ii)交点数∞，(iii)交
点数 2，となることを示した．これらの結果は，退化していない通常の半線形放物型方程式の
場合と同じ結果であるので，半線形の場合の一般化に相当する．この成果は，（特に）優臨界退
化楕円型方程式を研究する際に，基本的な解析手法を提供する結果になると思われる． 
 
②では，球面上の測地球領域における優臨界 Emden-Fowler 方程式(純粋冪を持つ楕円型方程
式)の正値解の構造を明らかにした．具体的には，上記と同様に Joseph-Lundgren 指数が現れ，
解構造は，非線形項の指数 pが(i)その指数以上か，(ii)臨界ソボレフ指数より大きくその指数
未満かの，２種類に分かれる．(i)(ii)ともに，L∞ノルムが大きい場合は，古典解が特異解に
ある意味で収束するが，(ii)の場合は，交点数が∞となり，場合によっては古典解が無限に存
在することがあり得ることを明らかにした．測地半径が大きい場合には，(i)(ii)ともに古典解
は一意的であることも明らかにした．この結果から，球面上の測地球領域の場合は，ユークリ
ッド空間とは異なり，優臨界の場合でも正値解を持つことが明らかになった．一方，(i)の場合
は，特異解と古典解の交点数が決定できなかった．また，解構造が十分に明らかにされたとは
言えず，今後の課題であることが確認できた． 
 
⑤では指数関数を非線形項に持つ場合，無限個の非球対称特異解を構成した．類似の結果が
他の研究者によって得られていたが，証明を見直すことによって大幅に簡単化し，その結果証
明が短くなった．特異解は古典解全体の解構造と密接な関係があるので，ここで構成した特異
解を他の問題に応用できないか模索中である． 
 
③では，非線形項の主要部が冪となる球領域上定義された半線形楕円型偏微分方程式に対し
て，すでに先行研究で構成されていた特異球対称解の一意性を証明した．いくつか特殊な方程
式の場合は一意性が既に示されていたが，冪増大する一般的な場合は，この結果が初めてであ
る．また，この特異球対称解における線形化問題を考察した．係数が特異となるため通常の関



数解析的な枠組みには入らず，一般的なスペクトルの理論が使えない状況となる．この問題に
対して，新たに，弱固有値を定義し，特異解が“極解”となるための必要十分条件を導いた．
一般的な領域の場合は Brezis-Vazquez による「極解であるための必要十分条件は，特異解が安
定」といった結果が知られていた．ここで得られた条件は，「球領域の場合，極解であるための
必要十分条件は弱固有値が 0以上」である． 
 
上記は，ある程度，予想された結果であったが，⑤は研究開始時には予想されなかった大き
な成果であった．⑤では，非線形項が必ずしも冪や指数関数とならない一般の増大度を持つ方
程式の場合に，球領域における特異球対称解を構成し，上記の⑦と⑥と同様に，2 つの球対称
解の交点数を明らかにした．また，それを応用して，特異解のモース指数を計算し，正値解の
構造を明らかにした．その研究の過程で，藤嶋陽平氏（静岡大学）によって発見された一般化
スケール変換（疑相似変換）が極めて有効であることが分かり，このスケール変換による極限
方程式を導いた．特に，この極限方程式が別の技巧的な変数変換によって，純粋冪か指数関数
のどちらかに変換されるという著しい性質を持つことを明らかにした．これによって，任意の
増大度を持つ方程式であっても，冪か指数関数のどちらかに，本質的に帰着できることが明ら
かになった． 
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