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研究成果の概要（和文）：Brezis-Gallouet-Waingerの対数型不等式を満たす最大のノルム空間を見つけること
に成功し、その結果を利用し、非圧縮性粘性流体の運動を記述する３次元Navier-Stokes方程式の解の正則性に
関して、有名なBeale-Kato-Majda型の爆発判定条件の改良に成功した。 例えば、外部領域における３次元
Navier-Stokes方程式の強解の最大存在区間が[0,T)であるならば、 int_(0,T) || rot u(s)||_{bmo}ds= infty
となることを示した。　さらにMorrey型空間を利用し、bmoより広い空間でも同様のことが成り立つことを証明
した。

研究成果の概要（英文）：We founded the weakest norm that satisfies the Brezis-Gallouet-Wainger type 
inequality, under some conditions.  As an application of the Brezis-Gallouet-Wainger type 
inequality, we gave Beale-Kato-Majda type blow-up criteria of smooth solutions to the 3-D 
Navier-Stokes equations in unbounded domains. For example, we proved that, if [0,T) is the maximal 
interval of existence of a smooth solution u to the Navier-Stokes equations, then
int_(0,T) || rot u(s)||_{bmo}ds= infty.
Moreover, we improved this blow-up criterion by using a space of Morrey type.

研究分野：数学

キーワード： 関数方程式論　偏微分方程式　流体力学

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
水や油などの縮まない流体の運動を記述するNavier-Stokes方程式の解の性質に関する研究をおこなった。　こ
の方程式は数学のみならす、物理学、工学、気象学等の様々な自然科学の分野で利用される極めて重要な方程式
である。　また、同方程式の滑らかな解の大域存在は、数学の７つの未解決問題（いわいるミレニアム問題）に
選ばれており、同方程式の研究は数学分野においても重要視されていることがわかる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
水や油などの粘り気のある縮まない流体（非圧縮性粘性流体）の運動を記述する Navier-
Stokes 方程式： 
  
          u_t-¥Delta u + u¥cdot ¥nabla u +¥nabla p =f, 
            ¥nabla ¥cdot u=0 
 
に関して多くの未解決問題が残されている。この方程式は非圧縮性粘性流体の速度場 uおよび
圧力場 pを未知関数とする連立の非線形偏微分方程式である。特に、考える領域の次元が３以
上の場合、滑らかな解の時間大域可解性問題は未解決であり、この問題は数学の７つの未解決
問題（いわゆるミレニアム問題）の一つに選ばれている。このことからも Navier-Stokes 方程
式が物理学、工学のみならず数学分野においても極めて重要視されている方程式であることが
わかる。この方程式に関して、初期条件がある意味で大きい場合、滑らかな解が時間大域的に
存在するかどうかは判っていないが、これに関連して次の Beale-Kato-Majda の爆発判定条件
が知られている。時間区間[0,T)で滑らかな解 u が存在し、各時刻における渦度の supremum 
norm が区間[0,T)で可積分であれば、すなわち、 
 
   ¥int^T ¥|¥rot u(s)¥|_{L^{¥infty}} ds<¥infty  
 
であれば、滑らかな解が時刻 T より先に延長できることが知られている。この Beale-Kato-
Majda の爆発判定条件は、流体の存在する領域が全空間の場合には、これまで多くの改良がな
されてきた。例えば、supremum norm の代わりに BMO-norm に関する条件に変えても同様のこ
とが言えることが知られている。しかし、一般領域では、このような改良はなされていなかっ
た。 
 
２．研究の目的 
本研究では空間次元が３次元の場合の非圧縮 Navier-Stokes 方程式に対する解の正則性や一意
性等の解の性質を考察する。 特に上記の解の爆発判定条件を、外部領域等の一般的な領域で
考察し、出来る限り改良する。 また、定常解や時間周期解等の時刻マイナス無限遠から続く
解の一意性も考察し、既存の結果を改良する。 さらに非圧縮性粘性流に熱の効果を考慮した
熱対流方程式の解に関しても同様のことを考察する。 
 
３．研究の方法 
関数解析学および調和解析学的手法を用いることにより、既存の結果の改良を行う。 Beale-
Kato-Majda の爆発判定条件の研究では、Brezis-Gallouet-Wainger の対数型不等式： 
 
¥|f¥|_{L^{¥infty}(¥Omega)} ¥leq  
C(1+¥|f¥|_{X}¥log^{¥beta}(¥|f¥|_{C^{¥alpha}(¥Omega)}+e) ) 
 
が大きな役割を果たすが、この対数型不等式の改良をおこなう。とくに、この種の不等式を満
たす最大の norm 空間をみつけ、Beale-Kato-Majda 型爆発判定条件に使われる L^{¥infty}空間
や BMO 空間を、より広い空間に置き換え、同判定条件を出来る限り弱める。 
 
 
４．研究成果 
3 次元 Navier-Stokes 方程式の解に対する Beale-Kato-Majda 型の爆発判定条件の改良のため
に、Brezis-Gallouet-Wainger の対数型不等式を満たす「ある意味で」最大の norm 空間を見
つけることに成功した。正確には適当な付加条件を norm 空間に課しているが、領域が全空間
の場合は、この適当な付加条件は平行移動に関するノルム普遍性という極めて自然な条件であ
るため、全空間の場合は、見つけた空間は Brezis-Gallouet-Wainger の対数型不等式を満た
す最大の空間と言っても差し支えない。この空間は Vishik が今世紀初頭に２次元 Euler 方程
式の一意大域可解性を示す際に導入したものを少し修正した空間であり、我々はこれを
Vishik 型空間と名付けた。一方で、領域が全空間ではなく、外部領域等の一般的な領域の場
合でも、Brezis-Gallouet-Wainger の対数型不等式を満たすある意味で最大の norm 空間 X を
見つけた。ここでは、付加条件として、平行移動に関する普遍性のみならず、lattice 性（す
なわち|f(x)| ¥leq |g(x)| a.e. のとき ¥|f¥|_X ¥leq ¥|g¥|_X となる）を仮定している。こ
の条件は、Sobolev 空間等の空間では成り立たないが、ルベーグ空間やローレンツ空間等の非
常に多くの関数空間では成り立つ。このような条件下で求めたある意味で最大の関数空間は、



重み付きの Morrey 型の空間となることがわかった。この Brezis-Gallouet-Wainger の対数型
不等式を満たすある意味で最大となる norm 空間 X を L^{¥infty}の代わりに用いることにより、
Beale-Kato-Majda 型の爆発判定条件の改良に成功した。とくに、これまであまり研究されて
いなかった、考える領域が全空間でない外部領域等の一般的な領域の場合でも Beale-Kato-
Majda 型の爆発判定条件の改良に成功した。我々が導入した norm 空間は、Brezis-Gallouet-
Wainger の対数型不等式を満たす最大の空間であるため、この結果は、Brezis-Gallouet-
Wainger の対数型不等式を利用する既存の手法を用いる限りにおいて、最良のものと見なせる。 
 
 さらに Navier-Stokes 方程式の弱解の正則性に関して、Serrin 型の正則条件が有名である。
Navier-Stokes 方程式の弱解は時間大域的に存在することが知られているが、解の正則性と一
意性は未解決である。Serrin 型正則条件とは大雑把に述べると Navier-Stokes 方程式の弱解 u
が   2/s+3/q ¥leq 1 を満たすある(q,s)に対し 
    u ¥in L^s(0,T; L^q) 
となるならば、解 uは滑らかであるというものである。我々はこの条件の端点の場合の条件 
    u ¥in L^2(0,T; L^{¥infty}) 
を改良することにも成功し、Beale-Kato-Majda 型判定条件と同様に、L^{¥infty}空間を BMO
よりもさらに広い空間に置き換えることが出来た。ここでも、Brezis-Gallouet-Wainger の対
数型不等式の満たす最大の norm 空間 X を用いており、Brezis-Gallouet-Wainger の対数型不
等式を利用する既存の方法では、最良とみなせる結果となっている。 
  
また、Navier-Stokes 方程式の定常解や時間周期解のような時刻マイナス無限遠から続く解 
  u ¥in BC((-¥infty,¥infty); L^{3,¥infty} ) (ここで L^{3,¥infty} は弱 L^3 空間であ
る) 
の一意性に関して、我々はすでに下記のような結果を得ている。大雑把に言うと、同じデータ
に対し２つの解 u,v が存在したとし、u と v のどちらか一方が小さければ、両者は一致するこ
とを証明している。本研究では、非圧縮性粘性流に熱の影響を考慮した熱対流方程式に対して、
同様の一意性が成り立つかどうか研究し、次の結果を得た。すなわち、２つの解(u,¥theta_1)
と(v,¥theta_2)が存在したとし（¥theta_1 と¥theta_2 は温度分布を表す未知関数である）、ど
ちらか一方のペア（例えば（u,¥theta_1））が小さければ、２つの解(u,¥theta_1)と
(v,¥theta_2)は一致することを証明した。さらに、もし、流体にかかる力が、浮力 g ¥theta
のみのとき、¥theta_1 の小ささの仮定のみで一意性が示せることがわかった。 
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