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研究成果の概要（和文）：構成性は数理論理学の重要な主題の1つで、直観主義論理や構成的数学における基本
的概念である。これを特徴的に表す選言特性(disjunction property)と存在特性(existence property)は、中間
述語論理と直観主義的(構成的)数学でほぼ独立に研究されてきたが、重なる部分が見いだされた。これを梃子に
研究を融合的に推進することが本研究の構想である。
学術的に特に重要な成果：構成的数学や直観主義的算術の研究者と議論し、算術的完全性定理を利用して、中間
命題論理のKripkeモデルから中間述語論理のKripkeモデルを経由して直観主義的算術のモデルを構築する手法を
構築した。

研究成果の概要（英文）：Constructivity is one of the important subjects of mathematical logic and a 
fundamental concept in intuitionistic logic and constructive mathematics. The disjunction and 
existence properties, which characteristically express the constructivity, have been studied almost 
independently in intermediate predicate logic and intuitionistic (constructive) mathematics. 
However, a crucial overlap between them has been found. The idea of this research is to advance 
research using this observation as leverage.
One academically significant achievement is the following:
With researchers in constructive mathematics and intuitionistic arithmetic, we have developed a 
method to construct a Kripke model of intuitionistic arithmetic from a given Kripke model for 
intermediate propositional logic, using the Arithmetical Completeness Theorem.

研究分野： 数学（数理論理学・非古典論理）

キーワード： 構成性　非古典論理　述語論理　disjunction property　existence property

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
構成性(特にDPとEP)は、数理論理学の由緒正しい主題である。これを本研究の観点で研究することは、中間述語
論理と構成的数学という、密接な関連が意識されていなかった2分野を結びつけ、さらに新しい発展をもたら
す。また、構成的数学で議論されてきた概念が、中間述語論理でも意味を持ち、計算機科学との関連が知られて
いる。その意味では、さらに分野融合的な研究に発展する可能性もあり、将来的な波及効果が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
(1)構成性 
構成性(constructivity) は数学の基礎をめぐる重要な主題のひとつであり、選言特性(disjunction 
property, DP) と存在特性(existence property, EP) は、構成性を特徴的に表現するもの(hallmarks)
と考えられている。これらの特性は、数理論理学の黎明期から、直観主義論理や構成的(直観主義的) 
数学の理論などさまざまな対象に対して、様々な手法で繰り返し議論され続けてきている。例えば、
泰斗 Gödel による引用文献③は 1932 年に遡り、その後も現在まで活発に議論されている（例えば、
今回協力をえた藤原氏の共著論文②）。本研究代表者の鈴木の研究業績⑦⑧も、直観主義論理の拡張
全体を研究対象とする中間述語論理における EP と DP に関する研究であり、本研究の準備が期せ
ずして蓄積されていたことになる。ここで、本研究の発端である EP と DP について概説しておく。 
 

 
(2)着想に至った経緯 
本研究代表者（鈴木）は、中間述語論理の研究者として、その分野での DP や EP に関する研究も
行ってきた。本研究申請の時点(2015 年)で、本研究代表者が中間述語論理で(⑦⑧)、石原-根元が構
成的数学で(④⑤)、よく似た対象についてよく似た結果(しかし、実は異なる結果) をほぼ同時に全
く異なる手法で示していることを知るに至った。これは、構成性や DP と EP が論理学の深くかつ
基本的な主題であることから考えれば自然なことであるが、その時点では、本研究代表者にとって
は驚きでもあった。中間述語論理と構成的数学の２つ分野は、それまで重なり合うことがなかった。
しかし、現在の状況は、中間述語論理の観点からの構成性、特に EP と DP について、上記の構成
的数学の成果を視野に多層的に理解する絶好のチャンスであると思われた。 
 
２．研究の目的 
(1) 中間述語論理と直観主義的(構成的)数学の 2 つの分野で独立に進展しつつ、重なり合うという
部分に注目し、構成性について、これらの分野間を融合的に考察するアプローチを開発・活用して、
多層的に理解を深める。 
 
(2) 直観主義的(構成的)数学と中間述語論理の間を橋渡しする手法を導き、直観主義的(構成的)数学

選言特性(DP)と存在特性(EP) (cf. Kleene⑥) 
ある(形式的) 理論(あるいは体系) が DP を持つとは、次が成り立つことである: 
 
DP: 「 ∨ が証明可能」ならば「 が証明可能であるか、または、 が証明可能である」 
 
ここで、∨は「または」を表し、選言(disjunction) と呼ばれる。古典論理上の理論では、
排中律と呼ばれる公理「 ∨ ¬ 」によって、DP が成立しない。例えば、 として群論
におけるアーベル群(可換性) の公理∀∀ ( = )を考える。 ∨ ¬ は任意の群で自
明に真であるが、非アーベル群では は偽であり、アーベル群では¬ は偽である。すな
わち、古典論理上の群論は DP を持たない。直観主義論理や構成的数学では、∨に対し
て構成性が要求され、その表れの 1 つとして DP が現れ、そして排中律は公理でない。
つまり、DP は排中律の「裏焼き」ともみなせる。排中律は古典論理の特徴的な公理る
から、DP の研究は数理論理学の重要な研究テーマであることが解る。EP は、∃(存在
量化記号, existential quantfier) に対して構成性を要求することで導かれる性質であ
る。EP は、計算機科学に関連しても重要な概念であることが知られている。 



と中間述語論理の、それぞれの知見と技術を互いに相手に持ち込み、それぞれの成果を相互に吸収
して、それぞれの研究を前進させる。これを通じて、構成性の理解を深化させることを目指す。 
 
３．研究の方法 
(1) 中間述語論理における Kripke 意味論は、ある種の前層としての構造を持つ。例えば、アーベ
ル群に値を持つ前層は、アーベル群の構成的数学のモデルとなり、中間述語論理の Kripke 層モデル
(Kripke sheaf model) とみなせる。さらに、その準同型から定義される自然変換は、Kripke 意味論
での p-morphism という概念に相当する。また、これまで構成的数学で議論されてきた Omniscience 
principles（例えば、Markov's principle）など概念が、中間述語論理でも意味を持ってくるもの
と思われる(⑦)。（この Markov's principle は、計算機科学との関連が知られている。） 
上記のような観点から、相互に 2 つの分野から同時に対象となる概念について、中間述語論理か

ら直観主義的（構成的）数学へ、あるいは逆に、直観主義的（構成的）数学から中間述語論理へ、橋
を架けられるよう議論を行う。 
 

(2) 特に、「着想に至った経緯」で述べた石原-根元④⑤で用いられている概念が、中間述語論理に
おける概念とは、似ているが実は異なっている点が重要と考えられる。それらをいかに統一的に理
解すべく議論する。 
上記の(1), (2)のいずれも、膝詰めの議論を行うことが重要である。このために、国内・国外出

張を行った。(新型コロナウイルス感染症予防の観点から、後半は予定通りにできなかった。) 
 
４．研究成果 
(1)中間述語論理において、EPと DP が独立かどうかは、1980 年代からの未解決問題（小野の問題 52
として知られている）であったが、これを解決する論文が出版できた。すなわち、中間述語論理に
おいては EP と DP は独立である。これは、直観主義的算術における有名な結果①とコントラストを
なすものである。また、Z正規性(Z-normality)という概念を導入した。意味論的に自然に定義でき
る多くの中間述語論理は、Z 正規であることがわかる。そして、EP と Z 正規性をともに持てば、DP
が導かれることを証明した。これによって、意味論的に自然に定義できる多くの中間述語論理は、
EP を持てば自動的に DPを持つこと、また、自然な意味論的手法では、DPと EP の独立性を示すこと
が困難であったことの理由の一端が理解できた。 
 
(2)構成的数学で議論されてきた Omniscience principles (例: Markov's principle)は、構成性を
捉え直す、あるいは拡張する原理であると考えられる。こうした原理に対して、中間述語論理にお
ける完全な対応物はないが、構成的数学での instance と中間述語論理の axiom schema には、
heuristic な翻訳関係であれば具体例ごとに構築できる。これらのうち、重要と思われるものを考察
の対象とした。ここで報告するうえで重要なものを例示する： 
 
  Omniscience Principles 

the limited principle of omniscience (LPO) ∀ ( ∨ ¬ ) → ∃ ∨ ¬∃  

the weak limited principle of omniscience (WLPO)  ∀ ( ∨ ¬ ) → ¬∃ ∨ ¬¬∃  

Markov's principle (MP) ∀ ( ∨ ¬ ) → (¬¬∃ → ∃ ) 
 
LPO と WLPO 含意(→)の右辺は、比較的取り扱いの容易な中間命題論理の Kripke 枠モデル(Kripke 

frame model)を用いて分離可能である。しかし、LPO と MP における→の右辺は、そうはいかないこ
とに注意する。とは言え、中間命題論理の Kripke 枠モデルの取り扱いの容易さをうまく利用するこ
とができれば、中間論理にとどまらずに、有効性が見いだされることになる。そのような目論見に
挑戦が可能になったのは、上記の「着想に至った経緯」が大きいことを付記しておく。 
 
① 中間命題論理の Kripke 枠モデルを、中間述語論理の Kripke 枠モデルに書き直す手法について

整理と考察を行い、中間述語論理の付加的公理型として考えた Omniscience principles（例え



ば上記の LPO, WLPO, MP など）について、比較分離の方法を与えた。 
② 中間命題論理の Kripke 枠モデルを、構成的数学の拡張理論の Kripke 枠モデルに書き直す手法

について考察を行い、一定の成功を見た。例えば、上記のなどがうまく対応する。この場合の
「構成的数学の拡張理論」は、（直観主義ベースの）述語論理の拡張版になっており、中間述語
論理あるいは超直観主義的述語論理の部分体系になると考えるのが自然である。そして、この
ような視点は、これまでの中間述語論理の議論では注視されることなく飛び越えてしまってい
ることに注意する。その意味で、より発展した精密化された議論ができたものと考えられる。 

③ さらに議論を進め、中間命題論理の Kripke モデルから中間述語論理の Kripke モデルを経由し
て直観主義的算術(Heyting arithmetic)のモデルを構築する手法を見出した。直観主義的算術
の研究者とも議論を行い、直観主義的算術とその拡張の証明論的・意味論的議論の関係を議論
し、中間述語論理算術のモデルを生成することを考察した。このとき、ペアノ算術の理論での重
要な定理である算術的完全性定理(arithmetical completeness theorem)を利用できることが解
った。さらに進んだ分野融合的成果と言える。こうした成果を共著論文にまとめ、現在投稿中で
ある。 

 
上記の例を用いて図にすると、以下の図１のようになる。公理型としての含意関係を表す⇒はすべ

て proper で、付け足すことはできないことまでわかっている。例えば、MPと WLPO は互いに独立で
ある。 

 
 
 
 

 
図１ 

 
(2)の成果は、石原哉、根元多佳子、藤原誠、横山啓太各氏との深い議論によってなされたもの

であり、共著論文を投稿中である。記して深い謝意を表する。 
 

(3)中間述語論理における DP と EP の弱い変種（wEP、sDP）および Z正規性の組み合わせに相互関係
について調べた。その際、中間述語論理の Kripke 層モデルが有効に機能した。この成果は、本研究
からの影響で成功できた部分でもあり、本研究全体の下支えにもなった。得られた相互関係は次の
図２のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2 
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