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研究成果の概要（和文）：マトロイドの分解理論とTutte多項式理論の研究を組合せ物理と融合し、計算論的組
合せ物理という面からの研究を行った。Iceモデルとその拡張の6点モデルに対して、carving幅に関するFPTアル
ゴリズム構成した。Pottsモデルで枝幅に関するFPTアルゴリズムも構成した。Tutte多項式に関する
Merino-Welsh予想に関して、グラフの枝の向き付けに関する問題を計算解析してTutte予想の一部解決を行っ
た。

研究成果の概要（英文）：This research aimed at harmonzing matroid theory and combinatorial physics 
to analyze combinatorial and physical problems by developing efficient algorithm for their 
computational analyses.  We devised FPT algorithms for computing the partition function of ice-type 
mode with respect to the carving width of a target underlying graph.  We also developed an FPT 
algorithm to evaluate the partition function of Potts mode.  Concerning the Merino-Welsh conjecture 
on the Tutte polynomial, related to Lieb's square ice constant, we preformed computational analyses,
 and obtain counterexamples to its variant.

研究分野： アルゴリズム論

キーワード： アルゴリズム　固定パラメタ容易性　点モデル　Pottsモデル　Tutte多項式　グラフ向き付け

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
従来、数理物理において数学と物理の両面から研究されてきた組合せ物理において、計算解析を行うアルゴリズ
ムの開発と、本研究グループメンバが構築した組合せ構造のデータベースを活用した解析を行うことによって、
新たに計算論的組合せ物理という研究アプローチを示した。融合する諸分野の理論予想の一部解決も行え、アル
ゴリズム論からはFPTアルゴリズムの有用性を広げた。物理モデルの量子情報処理との関係を通した量子コンピ
ュータへ研究を展開することが期待できる。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
「組合せ物理」(Combinatorial Physics)は、組合せ論を適用して物理問題を解くとともに、

物理的洞察をもって組合せ問題を解いて両分野を融合した成果創出を行う先端研究分野である。
20 世紀中に交代符号行列と Ice model の関係に関する予想が解決され、近年もその発展形の新
予想が解決されている。その元の予想を解決した Kuperberg のアプローチでは、有限の格子で
の数え上げを行列のパフィアン・行列式に帰着することが鍵となっている。半世紀前の 2 次元
格子 Ising model の分配関数においても、Kasteleyn の方法でもパフィアンへの帰着が鍵とな
って、当時の統計物理とグラフ理論が出会った成果となっている。Ising model の場合ではそ
のような効率的帰着が行われて有効にコンピュータで解析ができているものの、他の事例での
そのような計算解析は限られていた。半世紀ほど前に ice model に関して Lieb の square ice 
constant に関する漸近的成果が与えられているものの、非漸近的な面の計算解析は限定的な範
囲を出てこなかった。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、「組合せ物理」(Combinatorial Physics)に対して、さらに効率的に計算できる
ものはどういうものであるかを明らかにする等の観点から組合せ物理を発展させ、それを組合
せ論の分野で展開することを目指す。物理分野として数理物理、特に量子情報を対象に、組合
せ論からはマトロイド不変多項式と有向マトロイドの組合せ代数幾何との間の理論展開を軸と
して取り組む。 
 これによりマトロイドの不変多項式である Tutte 多項式や、有向マトロイドの代数幾何構造
をもつ離散構造を用いて、Lieb の square ice constant の成果に触発された Tutte 多項式の凸
性に関係する Merino-Welsh 予想の計算解析や、グラフ向き付けの数理物理問題との関係を深
化させることを行う。Tutte 多項式の特殊な場合として表現できる統計物理の Ising 多項式・
Potts 多項式の計算や量子多体系のテンソルネットワークによるシミュレーション、そしてこ
れら不変量と関係する量子情報を橋渡しとして量子計算でのアルゴリズムへと展開する萌芽的
な成果を得ることに向けて、融合分野でのアルゴリズムに関する基盤となる成果を創出するこ
とを行う。 
 
３．研究の方法 
研究代表者の今井は全体の研究進展を統括しながら、計算論的組合せ物理における計算・組

合せ論の側面、物理側の側面さらにその融合の側面から、連携研究者(当初 2 年度；延長期間は
研究協力者)の森山（日本大学文理学部情報科学科・教授）と研究協力者の平石（東京大学情報
理工学系研究科・助教）と以下のように分担を決め、連携しながら研究を推進していく。 
【組合せ物理の組合せ論側から物理側への研究】この方向への研究については、代表者の今井
とともに連携研究者の森山と研究協力者の平石が、本グループの先行研究であるマトロイドに
関するマイナー理論(分解定理)・表現論・不変多項式に対する計算援用も活用した成果を精査 
し、そこでの課題点と拡張方向を整理することから研究を行う。元々はグラフの Tutte 多項式
に関するものである Merino-Welsh 予想を、本研究グループが開発・整備したマトロイドデー
タベースを用いて、より広い範囲での計算解析を行う。 
【組合せ物理の物理面から組合せ論面への展開】この方向へは研究代表者の今井が研究協力者
の平石とともに、グラフの向き付け(orientations)が種々の物理問題と関係している点に着目し
て、ice modelの場合がEulerian orientationsと関係している点を、他の点モデルや Ising/Potts
モデルでの展開を試みる。グラフの acyclic orientations は、グラフ超平面配置のセルに対応し、
このような超平面配置の一般化である有向マトロイドにおける不変量の観点からも調べる。 
【量子情報における組合せ物理として】今井と平石とで、組合せ物理の観点から MPS, MERA, 
PEPS とこれらグラフ・マトロイドの分解との関係を詳細に調べ、そこからハミルトニアンシ
ミュレーションや線形方程式をコンパクトに解く量子アルゴリズムとの関係についても調べて、
新規成果を創出することを目指す。 
 
４．研究成果 
(1) ice model と Eulerian orientations 

Lieb の square ice constant は、無限格子グラフの極限での ice model のエネルギーを正規
化したものといえる。有限格子での収束性や離散的性質を調べることを念頭に、有限グラフに
おける ice model を考え、その分配関数を計算するための FPT アルゴリズムを開発することに
成功した(次節の 5 節論文リストの[3,6])。我々が知る限り、代表的パラメタに関してこの問題
に関して典型的なパラメタに関する FPT アルゴリズムはないと認識している。本研究では、
carving 幅に関する FPT アルゴリズムを構築した。carving 幅は、グラフの点の最大次数以上
になってしまうという点で、一般のグラフに関してはパラメタとして弱い面があるが、ice 
model を通常考えるグラフではその次数は定数で抑えられており（平面格子なら 4）、その弱さ
が問題にならない場合である。 論文[3]ではまず各点での重みが同一の場合を考え、その場合
には分配関数は Eulerian orientations の個数で与えられることから、それを求める FPT アル
ゴリズムを直接的に構成している。論文[6]ではそのアルゴリズムを拡張して、重み版の問題も
ほぼオーバヘッドなく解けることを示した。このアルゴリズムを用いた計算解析は今後の課題



として残っているが、このアルゴリズム開発を通してグラフの他のタイプの向き付け問題へと
研究を進めることができている。 
 
(2) acyclic/totally cyclic orientations 
グラフの acyclic orientations, totally cyclic orientations に関する成果を論文[9,13,20,21]で

与えた。acyclic orientations は統計物理でも出てくる chip-firing ゲームや parking function
とも関係しており、また Lieb の square ice constant に触発されたグラフ・マトロイドの
Merino-Welsh 予想「この 2 つの orientations の数の大きい方は、グラフの木の数以上である」
とも関係する。Eulerian orientation の他の orientations が普遍的に物理のモデルで現れたも
のといえる。 
 本研究では、この 2 つの orientations を列挙・数え上げる FPT アルゴリズムを構築した。
ここで用いるパラメタはグラフのパス幅・枝幅であり、この代表的なグラフ幅の値が限定され
る場合に問題が容易に解けることを示した。 
 
(3) Merino-Welsh 予想とその拡張の計算解析 
 上記(2)で出ている Merino-Weish 予想について、我々が開発・整備したデータベースもフル
に活用して、計算解析を行った。その成果としては、Merino-Welsh 予想が 2 変数 Tutte 多項
式のそれら変数の線形関係での凸性に関しての予想に拡張できる点について、従来のものとは
ある程度離れたところではその凸性が成り立たない反例を見つけた。現在、そのような反例を
構成的に列挙できるかどうかを調べている。 
 Tutte 多項式の 2 変数それぞれに着目した単峰性・log-concave 性に関する関連予想について
は、これまで知られていた反例が単純でない並列枝をもつグラフであった点を改善して、単純
なグラフでかつ枝数はより少ない反例を見出すことができている。こちらについてもどの性質
が単峰性を満たさなくするのかを調べている。 
 
(4) 量子計算との関係 
 論文[8]での統計物理での Ising モデルの分配関数を計算するアルゴリズムで、枝幅に関して
FPT 性を満たすものを開発している。本グループで従来から取り組んできた Ising モデルと測
定型量子計算モデルとの関係、また木テンソルネットワークとの関係の観点からも、アルゴリ
ズムの構造そして計算量に関する橋渡しとなる結果を得た。また、この成果を端緒として、新
たに量子アニーリングでの Ising モデルの基底状態（最小エネルギー状態）を求める問題が核
となっている点からアプローチすること、上記成果をグラフの枝幅とともにランク幅と量子情
報でのエンタングルメント幅との関係等も踏まえて量子計算へと展開することについて、基礎
的なレベルでの研究も進めている。量子アニーリングについては、古典ヒューリスティックス
との関係をまずは比較した成果を得た(論文[4,5,11,19,22])。 
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