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研究成果の概要（和文）：本研究の大きな成果として、代数多様体のモチーフの有限次元性の証明が完成したこ
とが挙げられる。それを達成したのは本研究グループではなくチューリッヒ大学数学研究所の Joseph Ayoub氏
であったことは残念であったが、本研究がそこで大きな役割を果たしたことは間違いない。
また、本研究から派生した重要な数学を２つあげると（１）Infinitesimal Motivic Chow Series の有理性の理
論と（２）有限体係数多項式でのCollatz 予想に関するLagarias Q関数の代数性の理論があげられる。

研究成果の概要（英文）：The biggest news related to this research is the proof of Finite 
Dimensionality of motives of algebraic varieties.  Unfortunately for us, the final step is done by 
Joseph Ayoub, but undoubtedly our research contributed to this big result.
We also have two new mathematics spinned out of our research: (1) Infinitesimal Motivic Chow Series 
and (2) Algebraicity of Lagarias Q function in the context of Collatz conjecture for the polynomial 
rings over finite fields.

研究分野： 代数幾何

キーワード： モチーフ　モチビックゼータ　有限次元性　Trace Formula
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数学的対象を、そのモチビックゼータというプリズムを通して見る、という視点の重要さについて本研究は明ら
かにしたと思う。代数多様体のChow群をMumford は幾何的視点から「無限次元的」と表現したが、代数的な視点
からモチビックゼータをとることで「有限次元的」な振る舞いをすることを本研究は予測し、またその有限次元
性を仮定すると多くの大予想がそこから従うことも確かめた。本研究期間中に有限次元性予想は Ayoub に証明
され、その意味では一つの大きな役割を終えたが、モチビックゼータの有限次元性や代数性などの視点は新しい
分野で応用の窓口を広げている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
研究代表者が提案した「モチーフの有限次元性予想」が Bloch 予想などモチーフ理論の大予想
をいくつも証明する鍵になることはよく知られており、またアーベル多様体など有限次元性が
成り立つことが知られている重要な例があった。研究代表者は 2006 年の論文でアーベル多様体
のモチーフの有限次元性を証明し、さらに一般の代数多様体に対してモチーフの有限次元性を
証明するべく研究を続けていたが、正直研究は膠着状態に入っていた。一方で、モチーフの有限
次元性の研究から派生した研究テーマがあり、それまでのモチーフ理論の枠組みを大きくこえ
る可能性が見え始めていた。 
特にモチビック Chow 級数の研究。モチーフの有限次元性とは、Chow モチーフの K 環の圏で
代数多様体の対称積の Chow モチーフの形式和が有理関数になるという予想であるが、代数多
様体の対称積とは Chow 多様体のうち０次元サイクルという特別なケースと考えることができ
るので、高次元サイクルの Chow 多様体の形式和を考えたもの、すなわちモチビック Chow 級
数も有理関数となることが期待されるのか、という一見自然に見える問題の一般化が考えられ
る。これに関して、研究開始時には、次のことがわかっていた。 
（１） モチーフの有限次元性予想の直接的な一般化を考えた場合、射影平面の１次元サイクル

の例で、有理的にならないものが見つかっていた。(Elizondo-Kimura) 
（２） 一方、A^1-homotopy という関係式を入れた場合、モチビック Chow 級数が有理的にな

る例が数多く見つけられた。特に、関係式なしでは有理的にならない例であった射影平
面を含むトーリック多様体においては、モチビック Chow 級数が、A^1-homotopy 
relation のもとで有理的になることが証明されていた。(Elizondo-Kimura2) 

（３） その一方で、射影平面の１０個の generic な点でのブロウアップ、という有理代数多様
体の１次元サイクルのモチビック Chow 級数が、A^1-homotopy relation のもとでも
有理的にならないことがわかった。モチーフの有限次元性は（つまり０次元サイクルの
モチビック Chow 級数は）全ての代数多様体に対して有理的になることが期待されるの
とは対照的な振る舞いである。 

（４） さらに、射影平面の３点ブロウアップの１次元サイクルについての A^1-homotopy 
relation のもとでのモチビック Chow 級数は常に有理的になるが、その有理関数が３点
の配置によって（正確には、３点が一直線上に並ぶか、それともそうでないかによって）
違う形をしていることが示された（Elizondo-Kimura2）。射影平面の３点ブローアップ
のモチーフは、どの３点でブローアップしようが同じであり、これはモチビック Chow
級数が代数多様体のモチーフのみでは決まらない例となった。モチビック Chow 級数の
有理性が代数多様体の何らかのコホモロジーを反映しているのではないかと考える場
合、これまでには知られていないコホモロジーを反映している可能性を示唆する結果で
ある。 

 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、モチーフの有限次元性予想から派生した研究テーマを追求することである。す
なわち 
（１） モチビック Chow 級数の有理性について、さらに研究を進める。 
（２） 代数多様体のモチーフの有限次元性とは、Weil 予想の精密化と見ることができるが、代

数多様体以外の脈絡でモチビックゼータの有理性の問題が重要な意味を持つ場合があ
るかを調べる。 

 
３．研究の方法 
 
研究目的（１）に関して、共同研究者の Javier Elizondo 教授がモチビック Chow 級数のコホモ
ロジー版である Euler Chow 級数の専門家であり、連絡を取りつつ研究を進めた。 
研究目的（２）に関して、代数幾何以外の様々な研究集会に参加して情報収集につとめた。 
また、岡山熊本広島代数学シンポジウムを毎年年度末に開き、情報の発信と収集につとめた。 
 
 
４．研究成果 
 
モチビック Chow 級数の有理性について、単なる A^1-homotopy relation でなく、そのベキ乗を
法とした relation で有理的になるか（無限小変形 モチビック Chow 級数の有理性）、という質
問が Totaro からあり、それについての partial な解答を与えた。すなわち、トーリック多様体
の余次元１のサイクルに関するモチビックChow級数についてはA^1-homotopy relation の２乗
を法とした無限小変形モチビック Chow 級数の有理性を証明した。また、射影多様体の余次元１
のサイクルの無限小変形モチビック Chow 級数の、A^1-homotopy relation の３乗以上を法とし
たいくつかの例において、モチビック Chow 級数が有理的になることを確かめた。 



 
代数多様体以外の圏での類似例として、研究年度終了直前に、数論的力学系と言うべき Collatz
予想に関するモチビック関数のアナロジーというべき Lagarias Q 関数に関して、整数論でなく
有限体上の多項式環上での類似で興味深い現象が起こることを発見した。 
自然数に対して Collatz 予想が成立することと、自然数の Lagarias Q 関数の値が分母を３とす
る既約分数になることは同値であるが（特に Lagarias Q 関数は Collatz 予想を含む力学系の振
る舞いについての深い情報を含んでいるわけだが）、有限体 F_2 上の形式的ベキ級数環上で
Lagarias Q 関数を考えることができ、ベキ級数 f に対して Q(f)が有理関数になるための必要十
分条件が、fが有理関数であることである、と証明した。また、fがある種の代数的なベキ級数
であるとき、Q(f)も代数的なベキ級数になる例を発見した。この成果は現在出版準備中である。 
なお、直接本研究グループによる成果ではないが、モチーフの有限次元性の研究で大きな進展が
あったことをここで報告しておくべきだと考える。チューリッヒの Joseph Ayoub が標数０の場
合にモチーフの有限次元性の証明に成功し、その成果を報告するベルリンフンボルト大学で開
かれた研究集会に研究代表者も招かれた。本研究グループが最後のステップを進められなかっ
たことは残念であるが、人類の知見への大きな貢献であると考える。 
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