
埼玉大学・理工学研究科・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２４０１

挑戦的萌芽研究

2018～2016

ポリマーのトポロジーと統計物理学的エントロピーの研究

Topology and entropy of polymers

６０３１２６３３研究者番号：

下川　航也（SHIMOKAWA, Koya）

研究期間：

１６Ｋ１３７５１

年 月 日現在  元   ６ ２０

円     2,700,000

研究成果の概要（和文）：「格子結び目の統計力学的エントロピーに対応する指数関数的増大度が、結び目型に
依らない」という予想を、2x1-チューブ内の結び目について肯定的に解決した。ここでは、2橋結び目の結び目
解消操作の研究を行いて示している。この成果は、上記の予想についての初めての本質的な貢献となり、研究集
会などで公表した際には、高い評価を受けている。この結果に関する論文は現在執筆中である。
また、さらに一般のチューブ内の結び目についての考察のため、チューブ内の結び目が局所的であるという概念
を導入した。結び目が局所化する場合と局所化しない場合を考え、それをチューブ内のモデルとして構成した際
に、その長さに関する考察を行った。

研究成果の概要（英文）：It has been conjectured that that the exponential growth rate of the number 
of lattice polygons with knot-type K is the same as that for unknotted polygons. We proved this 
conjecture for a subset of simple cubic lattice polygons confined to the smallest tube which admits 
knotting, the 2x1-tube. As part of the proof, we characterize unknotting operations on diagrams of 
4-plat knots.
We also define one way to characterize different configurations of a given knot as either “local” 
or “non-local” and, for several tube regions we provide both theoretical and numerical evidence 
that, at equilibrium, the non-local configurations are more likely than the local ones.

研究分野：トポロジーとその応用

キーワード： 結び目　ポリマー　エントロピー
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研究成果の学術的意義や社会的意義
紐状のポリマーに結び目の構造が含まれると、その物性が変化することが分かっている。この研究では、どのよ
うな結び目の構造が現れやすいか、という問題に取り組んでいる。今回の研究では、細い筒状領域にある長いポ
リマーについては、どの結び目の形も指数関数的には同程度の確率で現れることを示している。また、細い筒状
領域内のポリマーの結び目の構造が、局在化して現れるか、それとも大きな構造として現れるかについての考察
を行った。これらの結果は、DNAの形状の研究、ポリマー材料の物性の研究への応用が期待される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
（単純）立方格子とは、３次元空間内で、格子点からなる頂点と、長さが 1 の辺から作られ
る格子である。立方格子に埋め込まれた結び目や絡み目を、ここでは格子結び目、格子絡み目
と呼ぶ。格子結び目や格子絡み目は自己排除体積鎖 (self-avoiding polygon) の例であり、その
扱いやすさから、希薄溶液内の DNA やタンパク質などの環状高分子（ポリマー）のモデルと
してコンピュータシミュレーションや理論的研究によく用いられている。 
格子結び目の統計力学的エントロピーに相当する指数関数的増大度 (exponential growth 

rate) は、ポリマーの物性研究の側面では大変重要なものである。環状ポリマーの慣性半径な
どの物理量がポリマーのトポロジーである結び目型に依存することが知られているが、指数関
数的増大度が結び目型に依存するかどうかについては、これまで数値実験の研究は存在するが、
理論的研究はほとんどない状態であった。この研究ではこの問題を考察し、数学的な議論の展
開を行う。 
 
２．研究の目的 
この研究では、格子結び目のトポロジーに関する研究を行う。特に、「格子結び目の統計力学
的エントロピーに対応する指数関数的増大度は、結び目型に依らずに一定となる」という予想
の肯定的解決を目指す。まずこの問題を、格子結び目がチューブ状領域に含まれる場合（図 1
参照）を中心に考察する。これはナノチャンネルなどにおける DNA などのポリマーの形状の
モデル化などに対応するもので、ポリマーのシミュレーションにおいて良く用いられるモデル
である。さらに、格子結び目の指数関数的増大度について、その概念をさらに精密化し、格子
結び目の個数の増大の様子について詳細に研究する。 
 

          図 1: (2 x 1)-チューブ内の格子結び目。2橋結び目はこの領域で実現できる。 
       格子結び目は 2橋結び目の 4-プラット表示と自然に対応する。 
 
３．研究の方法 
上記の予想をチューブ状領域内の格子結び目について考察する。3次元ユークリッド空間の原
点を始終点とする立方格子内の長さが nである結び目の個数を pｎとする。特に、結び目型が K
であるものの個数を pｎ(K)と表す。κ(K)=limn→∞n-1log pn(K)を Kの指数関数的増大度と呼ぶ。
これは統計力学的エントロピーに相当する量である。このκ(K)が結び目型 K に依存するかど
うかという問題を考察する。この問題については、「κ(K)は結び目型に依存しない」と予想さ
れている。この予想について、シミュレーションによる結果はあるが、理論的な結果はこれま
で得られていなかった。 
この研究の準備として行った研究で、(2 x 1)-チューブ(３次元空間内の 2 x 1 x ∞の領域)内の
結び目解消数が１である結び目について、予想が正しいことを観察していた。（図 1参照。）つ
まり、結び目解消数が 1である結び目の指数関数的増大度は、自明な結び目の指数関数的増大
度と一致するということを示している。ここで、結び目解消数が 1の結び目とは、結び目の交
差交換 1回で自明な結び目に変形出来るものである。 
 この成果をチューブ状領域内の一般の結び目に拡張する。(2 x 1)-チューブ内の格子結び目は、
2 橋結び目やその連結和となり、2 橋結び目の場合にはその格子結び目は 4-プラット表示が自
然に対応することを、論文④の研究で示した。今回の研究では、2 橋結び目の結び目解消操作
に着目し、その特徴付けを行うことにより、(2 x 1)-チューブ内の格子結び目について予想の肯
定的解決を目指す。 
この問題に対して、非自明な格子結び目を局所的な変形で自明な格子結び目と関連づけること
が出来ると、肯定的結果を得ることが出来る。そのため、ここでは結び目の交差交換を主に考
え、与えられた任意の格子結び目を、自明な格子結び目に有限回の局所変形を用いて変形する
ことを考察する。一般には、与えられた格子結び目は複雑であり、それを自明な結び目の格子
結び目に変形することは容易ではない。今回、考察する領域を(2 x 1)-チューブ状領域に制限す
ることにより、そのような局所変形が、図 2に示すような格子結び目に関するパターンの挿入
と呼ばれる比較的簡単な操作で実現できることを示す。 
 
４．研究成果 
2橋結び目の結び目解消操作の研究を行い、目的に挙げた予想を(2 x 1)-チューブ内の全ての
結び目について肯定的に示すことが出来た。この成果は、上記の予想についての理論的側面に
おいての初めての本質的な貢献となり、研究集会などでその結果を公表した際には、多くの反
響と高い評価を受けている。 
この結果を示すために、(2 x 1)-チューブ内の任意の格子結び目が、その結び目型の交点数以
下の回数の操作により、自明な結び目の格子結び目に変形できることを示した。ここで用いた



方法は、結び目の交差交換である。結び目の交差交換は、任意の結び目を自明な結び目に変形
することができる。例えば、結び目の最小交点ダイアグラムにおいて、その交点数の半分の交
差交換を行うと、自明な結び目へと変形できる。しかし、結び目の一般のダイアグラムを考え
ると、そのダイアグラムを自明な結び目のものに変形する際の交差交換の回数は限定できない。
ここでは、2橋結び目の 4-プラット表示のダイアグラムについて、結び目解消操作を考察した。
これは、2橋結び目の最小交点ダイアグラムで行う結び目解消操作が、その 4-プラット表示で
どのように現れるか、という問題の解決により与えることが出来た。示した結果は、2 橋結び
目の最小交点ダイアグラムにおける交差交換は、4-プラット表示では、隣り合う 2本の紐のひ
ねり（フルツイスト）が対応するというものである。この結果から、どの 2橋結び目も最小交
点ダイアグラムでは交点数の半分の交差交換で自明な結び目に変形出来るので、それらの交差
交換を 4-プラット表示のひねりに対応させることにより、交点数の半分の箇所で行うひねりで
どんなに複雑な 4-プラット表示も自明な結び目のダイアグラムに変形出来ることが従う。 
この定理を格子結び目の研究に応用する。格子結び目は 4-プラット表示に対応したが、その
ひねりは図 2のようなパターンをもとの格子結び目に挿入することにより実現できる。さらに、
このパターンの部分の長さは、結び目によらず一定に決まる。これにより、与えられた結び目
の格子結び目は、どんなに複雑であっても、その交点数より少ない回数の局所的操作で自明な
結び目の格子結び目に変形出来ることが従う。この結果と、これまでに知られている議論を組
み合わせることにより、任意の結び目の指数関数的増大度と、自明な結び目の指数関数的増大
度が一致することを証明することが出来た。 
この議論は、(2 x 1)-チューブ内の絡み目にも拡張できる。ここでは、交差交換の他にバンド
手術も考慮する必要がある。絡み目の場合も、(2 x 1)-チューブ内の非分離絡み目は、やはり自
明な結び目と同じ指数関数的増大度を持つことが従う。 
また、さらに深い考察を行い、与えられた結び目型を持つような格子結び目の個数についての
より詳細な成果も得ている。これらの結果に関する論文は現在執筆中であり、今後出版の予定
である。 
 

 
図 2: 4-プラット表示の２本のひものひねりは、格子結び目について局所的なパターンの 
挿入で実現できる。(2 x 1)-チューブ領域内の格子結び目は、交点数以下の箇所で 
このようなパターンを挿入することにより自明な結び目の格子結び目へと変形出来る。 

 
また、さらに一般のチューブ内の結び目についての考察のため、チューブ内の結び目が局所的
であるという概念を導入した。最近の研究で、DNA がナノチャンネルを通過する際の様子を観
測する実験が行われている。その際に、結び目が局所化する現象などが観測されている。ここ
では、結び目が局所化する場合と局所化しない場合を考え、それぞれをチューブ内のモデルと
して構成した際に、その長さの分布に関する考察を行った。更に平衡状態では、非局所的なモ
デルの方が現れやすいことを議論している。この成果は、論文②として雑誌 Soft Matter に発
表している。 
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