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研究成果の概要（和文）：丸め誤差や打ち切り誤差などの全ての誤差を考慮した上で，数学的に正い結果を数値
計算によって導く計算法を精度保証付き数値計算と呼ぶ。本研究では，ガンマ関数・第二種修正ベッセル関数・
正弦積分に対して，高可搬で高精度かつ高信頼な高速計算アルゴリズムの設計法を複素数にまで拡張し提案し
た．また，多くの特殊関数の精度保証付き数値計算で必須となる高階微分計算法の研究を推進し，さらに多くの
関数でその拡張が進められる基盤を構築した．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to extend a framework of 4H-Algorithm for 
some special functions. Here, the 4H-algorithm means a fast numerical algorithm retaining high 
reliability, high accuracy and high portability. In this research we have proposed algorithms with 
complex variables for Gamma function, Modified Bessel function, Sinc function. Moreover, we 
succeeded in developing algorithm for high order differential based on the hyper dual numbers, so 
that we can develop the 4H-algorithm for other special functions.

研究分野：数値解析

キーワード： 高精度計算　誤差解析　精度保証付き数値計算

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
複素変数に対する特殊関数の計算について，倍精度数だけを利用して（高可搬）、倍精度数のより高精度な精度
を（高精度）、精度保証付きで達成する（高信頼）、既存手法より実行時間が早い（高速）、計算アルゴリズム
の設計法を構築したことにより，現在使っている計算機環境のまま、僅かなソフトウエアの変更で、従来の精度
の倍の結果を精度保証付きで得られ、誤りの無い解が計算できる高速なアルゴリズム（4H-Algorithm）に基づい
た「安心・安全な数値結果」を利用することができるようになった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 

 

１．研究開始当初の背景 

丸め誤差や打ち切り誤差などの全ての誤差を考慮した上で、数学的に正しい結果を数値計算に
よって導く計算法を精度保証付き数値計算と呼ぶ。2012 年から 2016 年まで行なってきた本研
究代表者による「初等関数と特殊関数の高可搬で高精度かつ高信頼な高速計算手法の実現」（研
究課題/領域番号：24700015）では、すべての非線形問題の基礎となる初等関数や特殊関数の計
算において、従来の数値計算環境のまま、高速かつ高精度な結果を効率的に得られることを様々
な関数について明らかにし、非線形問題に対する精度保証付き数値計算の基盤を確立した。 

 

２．研究の目的 

複素変数に対する特殊関数の計算について，倍精度数だけを利用して（高可搬）、倍精度数のよ
り高精度な精度を（高精度）、精度保証付きで達成する（高信頼）、既存手法より実行時間が早い
（高速）、計算アルゴリズムの設計法を構築する。すなわち、現在使っている計算機環境のまま、
僅かなソフトウエアの変更で、従来の精度の倍の結果を精度保証付きで得られ、誤りの無い解が
計算できる高速なアルゴリズム（4H-Algorithm：High portability, High accuracy, High 

reliability and High speed Algorithm）の設計法を複素変数に拡張することが目的である。 

 

３．研究の方法 

特殊関数計算法は、初等関数と同様に多くの計算法が存在するが、本質的には基本演算・初等関
数・積分の組み合わせで構成される。そのため、既に実現した「数値積分の 3H-Algorithm の構
築」や「実数を入力とする特殊関数の 4H-Algorithm」が本研究で目標とする複素変数を入力と
する特殊関数の 4H-Algorithm 構築の基礎として利用される。これに加え、各関数における構築
上の困難がある。これらの困難に対し、エラーフリー変換を用いると容易に高精度化が図れ、内
部で必要な場所に必要な精度だけの高精度計算を行なえば、各関数で発生する誤差の影響が及
ばない程度に小さくなることが予想される。 
 
４．研究成果 
(1) 複素変数を入力とするガンマ関数の構築 
初年度である平成 28年度は，実数入力のガンマ関数の 4H-Algorithm とエラーフリー変換を組
み合わせ，またその誤差解析を行うことで，複素変数を入力とするガンマ関数の 4H-Algorithm 
の構築を目的とした．ガンマ関数の 4H-Algorithm の構築では，実数変数を入力とするとき同
様，多項式の項と指数減衰の項が被積分関数に含まれる半無限区間の精度保証付き数値積分の
計算が必要になる．この半無限積分の積分値とその誤差の計算には，これまでに取り組んできた
二重指数関数型積分公式の誤差上限に関する研究成果を利用した．具体的には，多項式の項での
増加具合に比べ，指数減衰の項の減少具合が大きいことを利用し，ガンマ関数の計算で必要とな
る多項式の項の増加具合の上限を見積もり，その大きさを指数減衰の項で吸収するようにして，
二重指数関数型積分公式の誤差上限を求めた．ガンマ関数の計算では実数変数を入力とすると
き同様，部分積分により考えるべき定義域を限定することが可能となるため，ここでも同様の性
質を利用した．その結果，どのような入力に対しても，二重指数関数型積分公式により高精度な
結果を与えることができただけでなく，それらの結果は，丸め誤差や打ち切り誤差などのすべて
の誤差を考慮した上で，数学的に正しい結果を与えることができるようになった．また，それら
の高精度計算には無誤差変換が基礎として利用されており，計算に必要なすべての関数内でも
それらを利用した高速な計算法が利用されているため，内部で多倍長演算等を利用した時と比
べて，高速であるだけでなく，どのような計算機環境でも動作させることができる計算手法を提
案することができた． 
 
(2) 複素変数を入力とする修正ベッセル関数の構築 
二年目である平成 29年度は，これまでの構築で得た知識と，四則演算の 4H-Algorithm・エラー
フリー変換を組み合わせ，複素変数を入力とする第二種修正ベッセル関数の 4H-Algorithm を
構築した．第二種修正ベッセル関数の 4H-Algorithm の構築では，実数変数を入力とするとき同
様，多項式の項と指数減衰の項が被積分関数に含まれる半無限区間の精度保証付き数値積分の 
算が必要になる．この半無限積分の積分値とその誤差の計算には，これまでに取り組んできた実
数を入力とする二重指数関数型積分公式の誤差上限に関する研究成果を利用した．具体的には，
多項式の項での増加具合に比べ，指数減衰の項の減少具合が大きいことを利用し，第二種修正ベ
ッセル関数の計算で必要となる多項式の項の増加具合の上限を見積もり，その大きさを指数減
衰の項で吸収するようにして，二重指数関数型積分公式の誤差上限を求めた．第二種修正ベッセ
ル関数の計算では ガンマ関数の精度保証された計算結果が必要となるが，平成 28 年度実施し
た内容を利用し，実装した． 
 

 



(3)正弦積分の 4H-Algorithm の構築等 

三年目である平成 30年は，平成 29年度までに提案した技術を基礎として，特殊関数である「正

弦積分」に対し 4H-Algorithm を提案した．また，複素数を用いた高精度な数値積分則である

「数値積分に対する超函数法」に対して，精度保証付きで計算を行うための誤差上限を求める方

法を構築した．  

正弦積分の計算は，多項式の項と指数減衰の項が被積分関数に含まれる半無限区間の精度保証

付き数値積分の計算に帰着させることができる．このアイデアにより，これまでに取り組んでき

た二重指数関数型積分公式の誤差上限に関する研究成果を直接利用することができるようにな

り，振動を繰り返す Sinc 関数を直接積分する際に比べて，高速かつ高精度な計算を実現する

ことが可能となった．  

また「数値積分に対する超函数法」の誤差上限を求める方法では，従来理論的により知られてい

た複素平面上の無限領域（実軸に平行な帯状領域）で表現された誤差上限に対して，適切な変数

変換を行うというアイデアにより，帯状領域を円環領域に変換することが可能となり，その結果，

比較的シンプルな誤差上限の計算法を提案することができた． 

 

(4) 複素変数を入力とする様々な関数の  4H-Algorithm の構築基盤 

令和元年度は，特殊関数の計算に必要となる精度保証付き数値積分の計算法における高階微分

計算法の研究を推進した．従来，高階微分の計算には広く自動微分（Automatic Differentiation）

 が広く利用されてきた．この計算方法は，生じる演算すべてでその中間変数の計算法が定義さ

れていれば，微分の連鎖律に基づく計算が高精度に行えるという特徴を持つ．この方法に対して

近年，超双対数 HDN を用いた微分法が提案され二階微分と HDN の 係が明らかになった．そし

て 二階微分に拡張した HDN 微分法は計算機で実装すると自動微分と一緒となることが判明し

た．この方法は従来の自動微分計算法と比べ，計算の構造がシンプルであることと，計算結果が

自動微分と同様に高精度になるという点で，より精密な誤差評価を与えたいような場合に大変

重宝する．この事実を基礎として，二階微分の計算をさらに高階微分の計算に拡張し，任意階の

微分計算を考案し，基礎理論の構築を行なった．この計算法のユニークな点は，解析的な微分と

いう演算を，すべて代数的に行うという点にあり，演算規則それ自体についても，行列演算をそ

のまま用いることができるという点は，これまでの計算法にない独創的な特徴である．これによ

り自動微分において必須であった演算規則の事前定義は，一般的な行列演算に帰着され，広範囲

の数値解析ソルバーへの導入が可能となった．また，その技術を応用し，超弾性モデルへ適用例

とその性能評価についても報告した． 
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