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研究成果の概要（和文）：極値的擬等角写像の可視化の研究に取り組んだ。ベルトラミ係数と境界対応の情報か
ら線形系を構築し、その最小二乗解として得られる区分線形写像で近似解を構成するアルゴリズムを構築した。
複数の数値実験で高い精度が得られている。また、Loewner流の擬等角写像への応用可能性に着目し、その数値
計算手法について研究した。提示したアルゴリズムが生成する近似多項式の係数の収束性などを示し、学術研究
誌および国際会議で発表した。

研究成果の概要（英文）：In this project, the visualization method of extremal quasiconformal 
mappings was studied. We constructed an approximant as a piecewise linear mapping, which is obtained
 by the least squares solution of an overdetermined linear system. The Beltrami coefficients and 
boundary correspondence was used for our linear system. Numerical experiments show high accuracy of 
approximants.
Furthermore, we studied the numerical construction of the Loewner flow in view of application for 
quasiconformal mappings. The approximant was constructed as a family of polynomials. We proved the 
convergence of the coefficients of polynomial. The results were published in a mathematical journal 
and presented on international conferences.
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１．研究開始当初の背景 
 
医用画像処理などの分野で、等角写像の数値
計算の応用が広がっている。等角写像は角度
を保つような変換である。角度を保つ変換は
局所的な幾何を保つため、曲面を平面に等角
写像で写し、見たい点の周囲を拡大すること
で、その様子を探ることができる。しかしな
がら、等角写像は境界の３点の対応が決まる
と、他の点の対応は全て自動的に決まってし
まう。 
擬等角写像は角度の変化をある程度許すよ
うな変換であり、可微分同相写像を含む写像
のクラスである。平面間の擬等角写像を考え
る場合、各点における等角写像からの逸脱は
ベルトラミ係数で評価できる。極値的擬等角
写像は、同相な領域間の与えられた境界対応
を持つ擬等角写像の中で、各点での角度の歪
曲が最も小さいものであり、与えられた境界
対応を持ちつつ等角写像に近い写像と言え
る。擬等角写像は複素解析学の周辺分野にお
いて深く研究され、タイヒミュラー空間論や
複素力学系といった分野においてその解析
の道具として用いられてきた。他方、擬等角
写像の実社会の問題への応用は、比較的最近
になってから見出されたものがほとんどで
ある。 
極値的擬等角写像は、人間の臓器などのよう
な複雑な曲面の画像処理等、様々な方面に応
用が見出され、それに伴い極値的擬等角写像
の数値計算法もいくつか提示されてきた。し
かしながら、その数値計算法の決定打と呼べ
るものは存在していない状況であった。 
 
２．研究の目的 
 
極値的擬等角写像の高速かつ収束性が保証
された数値計算法を構築することを目指す。
特に、本研究では与えられた複素平面内の多
重連結領域から、それと同じトポロジーを持
つ標準領域と与えられた境界値に対応する
極値的擬等角写像を構成することを目的と
する。 
極値的擬等角写像の応用範囲は広いにもか
かわらず、その数値計算法はこれまであまり
研究されてきていなかった。また、擬等角写
像の研究は長い歴史を持ち、その解析学的・
幾何学的性質はよく調べられているにもか
かわらず、それらが有効に活用されていると
は言い難い状況であった。 
本研究では、Porter 氏の単位円板の自己擬等
角写像の共同研究の際に見出した線形系を
用いた区分線形近似の手法を応用しつつ、擬
等角写像に固有の性質を最大限に活用し、既
存の手法の欠点を補う新しい極値的擬等角
写像の数値計算法の確立を目指す。 
 
３．研究の方法 
 
(1). Porter 氏と共同で構築した単位円板の

自己擬等角写像の構成法を応用し、極値
的擬等角写像を区分線形写像により近
似する方法を検討した。以下のような手
順で研究を進めた。	
	
I. 線形系の構築の検討および極値的

擬等角写像に関する文献調査およ
び学会への参加などによる情報収
集	

II. 極値的擬等角写像可視化プログラ
ムの実装	

III. 数値実験による実験的な精度検証
および改善の検討	

IV. 近似解の収束性の理論的調査	
	
線形系構築、近似解の実装および数値実
験については、実験結果を確認しながら
その挙動を観察し、修正を繰り返しなが
ら検討を進めた。	
検証には、予め極値的擬等角写像を具体
的に構成できるケースを用いて、近似解
の各頂点における誤差やベルトラミ係
数の誤差を比較し、その精度を確認した。
なお、実装は導入したソフトウェア	
Wolfram	 Mathematica	 11	 （ 以 下 、
Mathematica）を用いて行った。	
精度の高い近似解を生成する線形系が
構築できた後に、解の収束性について検
証に取り組んだ。	
	

(2). Loewner 方程式の擬等角写像への応用可
能性に着目し、堀田一敬氏とともに
Radial	Loewner 流の可視化の研究に取
り組んだ。Radial	Loewner	方程式の解
は単位円板から拡張する領域族への等
角写像族となることに着目し、各時間に
おける等角写像を近似する多項式族の
構成方法について検討する。以下のよう
な手順で研究を進めた。	
	
I. Radial	Loewner 流に関する関連文

献調査および学会への参加などに
よる情報収集	

II. Radial	Loewner 流の近似多項式族
の係数の計算方法の検討	

III. Radial	Loewner 流の可視化プログ
ラムの実装	

IV. 数値実験による実験的な精度検証
および改善の検討	

V. 近似多項式の係数の収束性の理論
的調査	

VI. 近似多項式の係数の誤差評価	
	

近似多項式の計算方式の検討、可視化プ
ログラムの実装・数値実験は、結果を確
認しつつ改善を加えながら研究を進め
た。Radial	Loewner 流を具体的に記述す
ることができる複数のケースを用いて、
Mathematica による数値実験を行い、解
について検証した。	



	
実験的に良好な結果が得られるアルゴ
リズムを構築できた後に、近似多項式の
係数の収束性の検証、誤差評価および計
算に必要となる数値積分に関するパラ
メーターの評価にも取り組んだ。	
	

４．	研究成果	
本研究にて得られた成果は以下の通り
である。	
	

(1). 極値的擬等角写像を区分線形写像で近
似するために、定義域のメッシュと区分
線形写像のベルトラミ係数および境界
対応を用いて線形系を構成した。構築し
た線形系は優決定系となっていたため、
最小自乗解をその近似解として採用し
た。定義域のメッシュと構築した線形系
の最小二乗解から誘導される区分線形
写像を極値的擬等角写像の近似とした。	
数値実験を繰り返しながら修正を加え、
最終的に高い精度が得られる線形系を
構築することができた。	
構築された線形の係数行列の要素のほ
とんどは 0であり、疎行列に適した数値
解法を用いることができる。また、当初
想定して居た構築した線形系に比べ、一
部の方程式に重みを加えることで精度
の向上が見込まれることがわかった。	
実験的には良い結果が得られているも
のの、解の収束性の検証には至っておら
ず、今後の課題となる。	
	

(2). Radial	Loewner	流は時間によりパラメ
トライズされた等角写像族を生成する
が、各時間における等角写像は冪級数に
て表すことが可能である。そこで、各時
間における冪級数表示とLoewner方程式
より得られる係数に関する公式を離散
化し、その近似値を計算するための再帰
公式を構築した。	
構築した再帰公式について、特に解が具
体的に構成できる例を用いて、数値実験
を行った。再帰公式は複数のパラメータ
ーを含むが、パラメーターをうまく選ぶ
ことで、真の係数の値に近づけられるこ
とが観察された。そこで、再帰公式によ
り計算される値の真の係数の値への収
束性について証明により組み、最終的に
その証明にいたった。さらに、パラメー
ターを選んだときの係数の誤差に関す
る評価を与えた。また、計算機上で計算
する際、該当の再帰公式を高速に計算す
るための検討も行った。	
本研究に関する成果は、学術研究誌
Mathematical	Methods	in	the	Applied	
Sciences に掲載された。また、チェコ工
科大学において開催された国際会議
(25th	ISQS)、香港大学において開催さ
れた国際会議(25th	ICFIDCAA)、マリー・

キュリー・スクウォドフスカ大学におい
て開催された国際会議(8th	CMFT)、首都
大学東京で開催された日本数学会 2017
年度年会および千葉大学で開催された
等角写像・値分布論合同研究集会におい
て発表した。	

	
また、2016 年 9 月には第 51 回函数論サマー
セミナーを山梨県において開催した。国内の
複素解析学周辺分野の専門家・大学院生が集
まって研究成果を発表し、交流する機会を持
った。	
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