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研究成果の概要（和文）：結び目理論とは，絡み合った紐（結び目）の性質を研究する学問である．「対称性」
は，その研究において，一つの重要な視点である．「カンドル」とは，対称性の記述に優れた代数である．本研
究の目的は，カンドルを用いて結び目が備える様々な対称性を明らかにすることにある．この立場に基づいて研
究を行い，主として，次の成果を得た：（１）正多胞体の対称性がある結び目と密接に関係していること．
（２）ファイバー性と呼ばれる結び目の対称性がカンドルを用いて完全に記述できること．（３）領域凍結交差
交換という操作を導入し，これが領域交差交換という操作と鏡映（対称性）を通じて関係すること（清水遼氏と
の共同研究）．

研究成果の概要（英文）：A quandle is an algebra which has high compatibility with symmetry. 
Symmetries with which a knot is equipped are important properties to understanding the knot. The aim
 of this research is utilizing quandle theory to investigate several symmetries of knots. In 
accordance with this program, the researcher mainly obtained the following results: (1) Several 
quandles describing rotational symmetries of regular cells are isomorphic to knot quandles of some 
concrete knots. (2) The structure of a fibered knot, as a fiber bundle, is completely reflected in 
its knot quandle. (3) (joint work with Ryo Shimizu) We introduced a local move of a knot diagram, 
named a region freeze crossing change, and showed that this move is related to a region crossing 
change along with mirror symmetry.

研究分野： 幾何学

キーワード： 対称性　カンドル　結び目　ファイバー結び目　曲面結び目　正多胞体　領域交差交換

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
紐状の物質の絡まりは，例えば高分子や DNA など，自然界に多く存在する．その絡まりが備える「対称性」を
理解することは，物性や現象を理解する上においても，非常に重要である．本研究を通じて結び目が備える対称
性に対する理解が進んだことは，結び目理論の発展のみならず，科学全般の進展においても意義がある．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 カンドルは対称性の記述に優れた代数系である．例えば群の任意の共役類はカンドルの構造
を持つ．このことからも分かるように，カンドルは群よりも限定的に対称性を記述することが
できる．他方（任意次元の）結び目に対して，その補空間の基本群と同様にして，結び目カン
ドルが定まる．結び目カンドルは，結び目補空間の基本群よりも真に強力な，結び目の不変量
である． 
 結び目は種々の対称性を備えており，その対称性は結び目カンドルにも反映されていてしか
るべきであろう．しかし，そのような観点から結び目カンドルを研究する先行研究はほとんど
見当たらなかった．そこで結び目カンドルが記述する対称性を研究し，それを通じて結び目が
備える様々な対称性を研究するという本研究の着想に至った． 
 
 
２．研究の目的 
 
（１）任意の１次元結び目 kと自然数 n に対して，n-twist-spun k と呼ばれる２次元結び目
が定まる．この２次元結び目は，その構成から，周期 n の周期性（対称性）を備えている．こ
の周期性が結び目カンドルへどのように反映されているのか調べる．さらには，この結び目カ
ンドルがどのような空間のどのような対称性を記述しているのか調べる． 
 
（２）結び目の補空間には，円周を底空間とするファイバー束の構造が入ることがある．その
ような構造を許容する結び目をファイバー結び目と呼ぶ．ファイバー束の構造はファイバーの
対称性（モノドロミー）から定まっているが，その対称性がファイバー結び目の結び目カンド
ルへどのように反映されているのか調べる． 
 
 
３．研究の方法 
 
（１）１次元結び目 k として，それ自身が良い対称性を備える trefoil を選択する．また n=3, 
4, 5 のケースについて考える（ n=1, 2 の場合については，すでに知られているので）．これ
らの場合について，具体的に結び目カンドルの表示を求め，それに付随するケーリーグラフを
描くことで，周期 n および trefoil の対称性が結び目カンドルにどのように反映されている
のか研究する．また，見出した対称性がどのような空間の対称性と関係するのか研究する． 
 
（２）ファイバー結び目に対して，これが備えるファイバー束の構造に着目して，結び目カン
ドルの定義を再解釈する．これによってファイバー束の構造が結び目カンドルにどのように反
映されているのか研究する． 
 
 
４．研究成果 
 
（１）3-, 4-, 5-twist-spun trefoil の結び目カンドルが，それぞれ，16-, 24-, 600-cell と
呼ばれる正多胞体（正多面体に類する４次元空間内の図形）の回転対称性を表すカンドルと同
型であることを示した．これらの正多胞体はみな正３角形を面に持つが，これは trefoil の結
び目カンドルが正３角形のタイル貼りと関係が深いことに合致する．またこれらの正多胞体は，
それぞれ，周期 3, 4, 5 の回転対称性を持つが，これは 3-, 4-, 5-twist-spun trefoil の周
期性と一致する． 
 
（２）ファイバー結び目の結び目カンドルが，ファイバーの基本群とモノドロミーを用いて完
全に記述できることを示した．これは，ファイバー結び目の結び目カンドルにはファイバー束
の構造が完全に反映されていることを意味する．また，応用として，次が明らかとなった： 
① 非自明な結び目の結び目群は必ず無限位数であるが，非自明な結び目の結び目カンドルの

位数は必ずしも無限とは限らない．特に２次元のファイバー結び目に対しては，結び目カ
ンドルが有限であるための必要十分条件を与えた． 

② k を (p, q) 型の２橋結び目とするとき，2-twist-spun k の結び目カンドルは位数 p の
２面体カンドルと同型であることを示した．このことから特に，任意の２以上の自然数 n  
に対して，結び目カンドルはすべて同型であるが互いに同値ではない n 個の 2次元結び目
の組が存在することも分かった（これは田中心氏による先行研究結果 (K.Tanaka, 
Inequivalent surface-knots with the same knot quandle, Topology Appl. 154 (2007), 
no.15, 2757--2763) の一般化に相等する）． 

 
また，これらの研究を行う過程において，次の研究成果も得た． 
 



（３）（清水遼氏との共同研究）１次元結び目の図式に対する局所変形の一つに領域交差交換と
いうものがある．この変形の亜種として領域凍結交差交換という変形を考え，その振る舞いに
ついて研究を行った．図式に領域凍結交差交換を施すことは，領域交差交換を施した図式に鏡
映（対称的な変換）を施すことと同値である．この観点から領域凍結交差交換の性質について
研究を行い，この変形は結び目解消操作であるが，交差交換は誘導しないことを示した（領域
交差交換は交差交換を誘導し，特に結び目解消操作である）． 
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