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研究成果の概要（和文）：１．一般に非双曲性があると系の周期点の個数の（周期に関する）増大度が大きくな
ると期待されるが，この事実が通有的に成立することを部分双曲型力学系と呼ばれるクラスの力学系の一部に対
して証明した．２．非双曲性が摂動に対して頑強（ロバスト）に発生するための重要なメカニズムとしてブレン
ダーと呼ばれるものがあるが，具体的な二次多項式の族でブレンダーを持つものの極限集合の可視化の研究を行
った．３．非双曲型力学系のうち，野生的と呼ばれるクラスの力学系の分岐に関して研究した．野生的力学系は
例自体があまり知られていないが，体積双曲的と呼ばれるクラスの力学系が野性的になりうることを証明した．

研究成果の概要（英文）：1. In general, if non-hyperbolicity exists, it is expected that the increase
 of the number of periodic points of the system (with respect to the period) will be large. I proved
 this fact for a class of systems called partial hyperbolic dynamical system with some condition.2. 
A blender is an important mechanism for occurrence of non hyperbolic robustness against robustness 
(robustness). I investigated the visualization of the limiting set of systems having blenders which 
are given as quadratic polynomial maps.3. I studied the class of non-hyperbolic dynamical system 
called wild. I proved the existence of wild dynamical system among the class called volume 
hyperbolic systems.

研究分野：微分力学系
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１．研究開始当初の背景 
 非双曲型力学系の代表的な例としてホモ
クリニック接触あるいは異次元へテロクリ
ニックサイクルの分岐から生じるものが知
られている．これらは単に純粋数学的に興味
深いというだけではない．前者は乱流の機序
との関係が，後者は化学反応やニューラルネ
ットワークの数理モデルなどに現れる間歇
性との関係が指摘され，これらの対象の数理
科学的な観点からの深い理解を得るために
は，非双曲型力学系の解析は極めて重要であ
ると考えられる． 
 
２．研究の目的 
多様体の微分同相写像の反復合成により
引き起こされる力学系のうち，非双曲型力学
系と呼ばれるクラスのものの構造や性質を
位相幾何学的手法・数値解析的手法を用いて
研究する． 
  
３．研究の方法 
野生的力学系の解析をこれまでの研究で
確立された flexible periodic points およ
び partially hyperbolic filtrating Markov 
partition という概念を用いて行う．また，
ブレンダーと呼ばれる構造の不変多様体を
数値計算することにより，それを射影した構
造がどれくらいの次元を持つのか数値計算
により調べる． 
  
４．研究成果  
H28 年度は以下の 3つの研究を遂行した． 
 
(1)非双曲型力学系のうち，部分双曲型力
学系と呼ばれるクラスがある．一般に非双曲
性があると系の周期点の個数の（周期に関す
る）増大度が大きくなると期待される．この
事実が通有的に成立することを中心方向の
微分係数に関する符号条件を満たす部分双
曲型力学系の族に対して成立する，というこ
との証明に関して研究を行った．本結果を証
明するために必要な歪直積力学系に対する
同様の結果が論文として公開された．この研
究で重要な役割を果たすのが，一変数の多項
式の集合の微分を取り，それらの合成を冪零
リー環のレベルで考えるという観点である．
3 次までのリー環では代数的な条件（アーベ
ル性）により合成に関してある種の制限が発
生するが，高い次数のリー環では非可換性に
より，都合のよい合成を取ることにより符号
の問題が無くなる．この事実に着目すること
により，2次と3次の微分だけの仮定により，
高い正則性（滑らかなカテゴリー）の下で周
期点の超指数増大度を証明することができ
るようになった． 
 
 (2)非双曲型力学系のうち，部分双曲型力
学系について，その非双曲性が摂動に対して
頑強（ロバスト）に発生するための重要なメ 
カニズムとしてブレンダーと呼ばれるもの

がある．ブレンダーそれ自身は力学系の再帰
に関して一定の条件を課したものとして得
られるが，その構造（極限集合がどう見える
か，など）の直感的理解はそれほどやさしく
はない．研究代表者の過去の研究で，ブレン
ダーを持つ二次多項式系の例が得られてい
るが，実際にコンピュータを用いてこの力学
系を可視化するという研究を行った．この例
は具体的な例の可視化として得られている
ので，系のパラメータを変化させることによ
り，ブレンダーがどのように生成・崩壊して
いくかが目で見えるようになり，このような
知見は非双曲型力学系の研究の促進に重要
な役割を果たすことが期待される．  
 
(3)非双曲型力学系のうち，野生的と呼ば
れるクラスの力学系の分岐に関してこれま
で研究を行った．野生的力学系は例自体があ
まり知られていないが，体積双曲的と呼ばれ
るクラスの力学系が野性的になりうるとい
う事実を，これまでに研究してきた摂動技術
（flexible points と呼ばれる）を用いるこ
とで証明を与えた． この研究では中心方向
が 2次元の部分双曲型力学系で，分裂方向に
体積要素を制限して得られる接空間の分解
が（体積レベルで見て）双曲型になっている
ものを考察した．このような力学系は一様双
曲型のものを考えると（体積のレベルでの振
る舞いを考えることにより）局所的に完全な
双曲構造を持ち，力学系が推移性を失うこと
は一般には起こらない．一方で，部分双曲型
力学系の場合を考えると，中心方向の双曲性
の次元が下がり，結果として低い次元の不変
多様体が現れ，単純な次元の計算では推移性
の有無に関して結論を得ることができない．
このようなことが実際に起こることは，すで
に知られていた摂動技術の応用により証明
することは難しくはない．一方で，実際に不
変多様体の次元が低くなったからといって，
実際に位相推移性が消失するかどうかを決
定するには，いくつかの問題を解決する必要
がある．まず，力学系の大域的な情報を明示
的な形で定式化すること，次にそれらの条件
を実際に摂動により得ることができること
を証明することである．この研究では鎖回帰
集合の吸引領域に着目しこれらの条件の定
式化を行った．より具体的には，吸引領域そ
れ自体は相空間の開集合，あるいはその閉包
として定式化されるが，この集合の境界が滑
らかな構造（多様体構造）を持つ特殊な場合
を考え，これらの多様体と部分双曲型構造と
の関連に着目し，推移性の有無の定式化を行
った． partially hyperbolic filtrating 
Markov partition という名称をこの条件に
与え，公理的に定式化した．これらの定式化
の下で，推移性が消失するための摂動を行う
ためには部分双曲型方向の幾何学的-トポロ
ジカルな条件を考察すればよいことが容易
にわかるが，実際にそのような条件が成立す
る状況を構成できることを，この研究の前段



階の研究において開発した  flexible 
periodic points の技術を用いて証明するこ
とに成功した． 
 
H29 年度では以下の 3つの研究を行った．  
 
(1)野生的力学系の分岐理論について．
2017年3月に行った研究打ち合わせの結果を
もとに，partially hyperbolic filtrating 
Markov partition と呼ばれるクラスの力学
系の野生性を証明するのに必要な，反復関数
系に関する技術的な命題の証明の準備を進
めた． H28 年度に証明を行った partially 
hyperbolic filtrating Markov partition に
よる議論は，位相推移性の有無を平面トポロ
ジーの技術に帰着させる．この平面トポロジ
ーの問題は力学系を定める写像を2次元方向
に制限して得られる2次元反復関数系の問題
として定式化される．より具体的には，
partially hyperbolic filtrating Markov 
partition を持つ力学系が野生性を持つこ
とを証明するための条件を，上述の 2次元反
復関数系を用いた関数方程式として記述す
ることができる．この研究では，上述の反復
関数系を明示的に定式化し，partially 
hyperbolic filtrating Markov partition が
ある場合にこの反復関数系への還元が実際
どのようになっているかを調べ，野生性のた
めの十分条件を定式化した．野生性を証明す
るには，上述の結果として得られた関数方程
式を解く必要があるが，以前の研究で得られ
ていた flexible periodic points という技
術と，無限次元位相線形空間の，ノルムに関
する単位球が通常の位相に関してコンパク
トでない，という事実に着目することにより，
この関数方程式を解くことに成功した．この
結果を用いると2次元に帰着できる場合に関
しては野生性の証明が終わることとなる． 
 
(2)非双曲型力学系の周期点の増大度につ
いて．部分双曲型力学系と呼ばれる非双曲型
力学系のクラスに対して，なめらかなカテゴ
リーにおいて周期点の増大度を通有的
（generic）な観点から調べた． H28 年度に
準備した反復関数系における関数の芽の合
成に関する結果と，部分双曲型力学系に関す
る正則性についての結果を組み合わせるこ
とにより，中心方向に制限した２回微分およ
び３回微分の符号に関する条件の下で，上述
の力学系が通有的には滑らかなカテゴリー
にいて超指数増大度を持つことを証明した．
また，これらの結果における中心方向の微分
に関する過程が本質的に重要であること，す
なわち，これらの仮定を満たさないような部
分双曲型力学系であって通有的に超指数増
大度を持たないような例を法双曲部分多様
体の理論を用いることにより構成した．この
構成の結果から，例えば２回微分に関する位
相に関しては通有的に超指数増大的になる
が，３回微分に関する位相に関してはそうな

らない例を構成することも可能であり，力学
系の性質を考える上で微分可能性の問題が
本質的であるということが分かり，大変興味
深い．これらの結果は現在論文にまとめてい
る． 
 
(3)ブレンダーの数値計算と可視化．非双
曲型力学系を生成する重要なメカニズムの
ひとつであるブレンダーと呼ばれる構造に
関して数値計算と可視化の観点から研究を
進めた．中心方向の双曲性が弱い系での不変
多様体の計算，およびあるブレンダー発生を
数値的にとらえる計算スキームの開発など
を行い，すでに理論的にブレンダーの存在が
知られている写像に対してその可視化を行
った．またこの計算結果をもとに，パラメー
タを変更することにより，ブレンダーの存在
領域を数値的に検出する方法や，これらの結
果は論文としてまとめ，現在専門誌に投稿中
である．これらの研究成果の周知のために，
アメリカと中国で開催された研究集会に参
加した． 
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