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研究成果の概要（和文）：自然界に存在する媒質は複雑かつ不規則な構造を持つことが多く，「不規則媒質中の
乱歩」はその中における粒子の運動を記述する数理モデルの1つである．本研究ではこの不規則媒質中の乱歩を
題材とし，「媒質の構造の不規則性がその中を運動する粒子の挙動にどのような影響を与えるのか？」について
解析を行った．その結果，不規則性の度合（例えば，スポンジのような媒質における空洞のできやすさ）が近い
2つの媒質を比較したとき，それらの中を運動する粒子の拡散度合も近くなることがわかった．この成果を得る
過程においては，いくつかの関連モデルの研究が必要となったが，それらにおいても粒子の挙動に関する新たな
性質を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：Media that exist in the natural world often have complex and random 
structure, and “random walks in random environments” are one of the mathematical models describing
 particles moving in such media. In this research, we treated the above model and studied how the 
randomness for the structure of the media affects the behavior of the random walk. As a result, we 
obtained that the diffusivities for two different media are very close if their strengths of 
randomness are very similar (for instance, the ease of forming cavities in a sponge). To obtain this
 result, we investigated several related models and got new properties for the behaviors of those 
models.

研究分野： 確率論

キーワード： 不規則媒質中の乱歩　ファーストパッセージパーコレーション　フロッグモデル　大偏差原理　レート
関数　連続性
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研究成果の学術的意義や社会的意義
不規則な構造を持つ媒質中における粒子の挙動は，数学的・物理的に未解明な部分が多い．特に，粒子の拡散度
合を特徴付ける性質についてはほとんど何もわかっていない．この未知の領域に対して，「不規則性の状態が近
い媒質においては粒子の拡散度合も近くなる」という連続性の問題を本研究では解決することに成功した．ま
た，不規則媒質中の乱歩の挙動は感染症の拡大やインターネット上の情報拡散にも深く関連していることから，
これらの現実的な拡散現象の問題にも，本研究結果や解析手法の応用が期待できる．さらに，様々な数理モデル
を関連付け研究を行ったため，本研究は実社会における幅広い拡散現象の解析にも役立つと思われる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
古くから，“モノ”の拡散現象は数理科学において興味深い対象の 1 つである．特に近年，交

通網の発達やインターネットの普及によりモノの拡散現象は多様化しており，その解析はます
ます重要になってきている．ただ，不純物などの障害物の影響によって，実社会における多くの
媒質の構造は不均質かつ不規則になっている．このような状況において，「媒質からの影響を考
慮した粒子の運動」を記述する数理モデルの 1 つとして「不規則媒質中の乱歩」がある．上記の
ような社会的背景と数学的・物理的興味から，不規則媒質中の乱歩は近年積極的に研究されてき
た．しかし，拡散現象の基本的指数である「粒子の拡散度合」の性質については，現在において
も未解明な部分が多い．そこで，不規則媒質中の乱歩における拡散度合を解析することは，数学
的・物理的興味だけでなく，実社会への応用という観点からも極めて重要であると考えた． 
 
２．研究の目的 
 不規則媒質中の乱歩においては，「リアプノフ指数」や「大偏差原理におけるレート関数」が
粒子の拡散度合を特徴付けている．ゆえに，本研究ではこれら 2 つの量に対して，新たな性質を
導出することを目的とした．また，これらの量の解析を通して，関連する数理モデルに対して新
たな性質を見出すことも同時に目指した： 
 
(1) 不規則媒質中の乱歩の一種である「パーコレーションクラスターの乱歩」に対して，リアプ
ノフ指数およびレート関数を解析することを主たる目的とした．この数理モデルは「正方格子上
にランダムに無数の穴が開いていて，粒子は穴の開いていない隣接点の中から等確率で 1 つを
選び移動していく（穴の中は通過できない）」というものである．特に，「穴の開く確率が十分近
い 2 状態においては，それぞれにおけるリアプノフ指数およびレート関数も近い値をとりうる
かどうか？」という連続性に関する問題の解決を目指した．  
 
(2) 不規則媒質中の乱歩のリアプノフ指数に関連する量として，ファーストパッセージパーコ
レーションやフロッグモデルにおける「時間定数」と呼ばれる量がある．そこで，先行研究を踏
まえこの時間定数をより精密に解析し，その過程で得られた手法や結果をリアプノフ指数の解
析に応用することを目指した．また逆に，リアプノフ指数の解析で得られた手法を，ファースト
パッセージパーコレーションやフロッグモデルに応用し，それらの数理モデルにおいても新た
な現象を捉えることを目的とした． 
 
(3) 上記(1)と(2)の研究を推進するにあたり，その他の関連モデルに対する研究が必要となっ
た場合には，本研究の観点に立って考察を行い，それらにおいても新たな現象を観測することを
目指した． 
 
３．研究の方法 
 リアプノフ指数とレート関数，およびそれらに関連する量に対して，パーコレーションおよび
乱歩の挙動解析の視点を生かして研究を進めた： 
 
(1) パーコレーションクラスター上の乱歩におけるリアプノフ指数は，「パーコレーションにお
けるグラフ距離」および「ファーストパッセージパーコレーションにおける時間定数」の 2つの
量と近い構造をしている．このグラフ距離と時間定数における連続性は Garet 等(2007, 2017)
において研究されていた．そこで重要となっている点は，「穴の形状が一致している領域の割合」
と「穴の形状が異なっている部分の迂回路」の解析である．パーコレーションクラスター上の乱
歩に対しても，上記 2つの問題点が解決されれば，リアプノフ指数の連続性を得られるであろう
とある程度予想できていた．ただ，パーコレーションクラスター上の乱歩は最初に挙げた 2つの
数理モデルとは異なり，たとえ空間的構造が近かったとしても，乱歩自身のランダム性の制御と
いう問題が発生すると容易に想像できた．また，空間的構造が大きく異なる部分を乱歩に無理や
り迂回させようとすると，非常に大きな確率的誤差が生じてしまうという問題も発生した．そこ
で，この 2つの問題点に焦点を当て，リアプノフ指数の連続性の研究に取り組んだ． 
 
(2) Kubota (2012)により，パーコレーションクラスター上の乱歩におけるレート関数は，リア
プノフ指数を用いて記述されることが知られていた．したがって，リアプノフ指数の連続性から
レート関数の連続性もただちに従うと予想していた．しかし，レート関数の連続性を得るために
は，極限操作に関するある種の順序交換が可能かどうかという問題を解決する必要が生じた．そ
こで，レート関数の連続性に関しては，この極限操作の順序交換に焦点を当て研究を進めた． 
 
(3) ランダムな待ち時間を持つ不規則媒質中の乱歩，過去の履歴から影響を受ける乱歩，フロッ
グモデルなどの数理モデルにも視野を広げ，本研究に関連する問題にも取り組んだ．これにより，



本研究の総合的な推進に努めるだけでなく，その成果を様々な数理モデルに応用する方法も積
極的模索した． 
 
４．研究成果 
(1) パーコレーションクラスター上の乱歩におけるリアプノフ指数・レート関数は，正方格子上
に穴が開く確率に依存する量である．そこで，その穴の開く確率に関するパーコレーションクラ
スターの変化とその上を運動する乱歩の挙動を詳しく調べ，穴の開く確率についての連続性を
リアプノフ指数とレート関数の両方に対して証明することに成功した．この成果は 1 件の原著
論文として出版された．ただ，極限操作の順序交換に関する技術的問題により，レート関数の定
義域の境界上においては連続性を証明することができなかった．また，リアプノフ指数・レート
関数における一様連続性やリプシッツ連続性など，より強い連続性について考察することも課
題として残った． 
 
(2) パーコレーションクラスター上の乱歩のリアプノフ指数に関連する量として，フロッグモ
デルにおける時間定数の連続性を研究した．フロッグモデルは，正方格子上にランダムにばら撒
かれた粒子がそれぞれ独立に正方格子上を運動し，それらが接触することで情報伝達を行って
いくという数理モデルである．このフロッグモデルにおける情報伝達の速さ（時間定数）は近年，
Alves 等(2001, 2002)によって研究されてきたが，その詳しい性質については未解明な部分が多
かった．そこで，上記(1)の研究に関連して，「粒子のばら撒き方が近い 2つの状況において，そ
れらの時間定数も近くなるのか？」という連続性の問題に取り組んだ．その結果，粒子のばら撒
き方が近い場合，粒子の配置や挙動が限りなく近い状態になっている領域が多く存在すること
がわかり，これにより時間定数の連続性を証明することに成功した．さらに，各格子点に配置す
る粒子の個数が非常に多い場合には，時間定数の連続性が成り立たない例があることも発見し
た．この成果は 1件の原著論文として出版された． 
 
(3) フロッグモデルに関する上記(2)の研究を遂行するにあたって，ある点まで情報伝達が行わ
れる時間の大偏差型評価が必要となった．大まかな評価に関しては Alves 等(2001, 2002)によ
って得られていたが，それを時間定数付近の評価へと精密化することに成功した．さらに，Garet
－Marchand (2010)によるパーコレーションのグラフ距離に関する研究を応用することで，フロ
ッグモデルにおける情報伝達の速さに対する集中不等式を得ることができた．これにより，情報
伝達の速さとその期待値との誤差に関して，先行研究より詳細な情報を引き出すことができた． 
 
(4) パーコレーションクラスター上の乱歩における上記(2)の研究に関連して，ランダムな待ち
時間を持つ 1 次元不規則媒質中の乱歩に対する減速評価の研究を行った．ランダムな待ち時間
を持つ不規則媒質中の乱歩は，各格子点における粒子の滞在時間がランダムになっている不規
則媒質中の乱歩のことである．この数理モデルの大偏差原理（典型的な挙動からのズレの評価）
は，Dembo 等(2004)や Fukushima－Kubota (2014)によって近年研究されてきた．ランダムな待ち
時間が非常に大きくなりやすい場合，通常の不規則媒質中の乱歩に比べて，粒子が進みづらくな
ることが予想される．そこで，この問題を 1次元の場合において考察し，実際に粒子が進みづら
くなる確率が通常の不規則媒質中の乱歩より高いことを証明した．この成果は 1 件の原著論文
として出版された．この現象は多次元正方格子上においても同様に起こりうると予想される．た
だ，（1 次元特有の構造に由来する）技術的な問題により，その予想を多次元において検証する
ことは現時点では困難であった． 
 
(5) パーコレーションクラスター上の乱歩における上記(2)の研究に関連して，象ウォークと呼
ばれる過去の履歴から影響を受ける乱歩の漸近挙動に関する研究を行った．この数理モデルは
Schütz－Trimper (2004)によって導入され近年積極的に研究されてきたが，その極限定理に関
しては未解明な部分が多い．そこで，この象ウォークに関する中心極限定理について考察し，「過
去の履歴から受ける影響の強さ」が象ウォークの挙動にどのような変化を与えるかについて研
究を行った．この成果は 1件の原著論文として出版された． 
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