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研究成果の概要（和文）：平均曲率流方程式は、金属の焼きなましにおける金属粒界の運動を表す方程式であ
る。平均曲率流方程式の弱解の時間大域存在は知られているが、境界条件や外力項等がある場合は、解の存在証
明は困難となる。本研究では、適当な仮定の下では動的境界条件付きのAllen-Cahn方程式の解が動的境界条件付
きの平均曲率流方程式の時間大域的な弱解に収束することや、外力項付きAllen-Cahn方程式を用いてソボレフク
ラスに属する正則性の低い外力項付き平均曲率流方程式の弱解の時間大域存在を示した。

研究成果の概要（英文）：The mean curvature flow equation is an equation to describe the motion of 
metal grain boundaries in the annealing process. The existence of a time-global existence of the 
weak solution for the mean curvature flow equation is known, but when there are boundary condition 
or forcing term, it is difficult to prove the existence of the solution. 
In this work, we showed that the solutions for Allen-Cahn equation with dynamic boundary condition 
converges to a time-global weak solution for the mean curvature flow equation with dynamic boundary 
condition, under suitable assumptions. We also proved the existence of time-global weak solutions 
for the mean curvature flow equation with forcing term belonging to the Sobolev class, using the 
Allen-Cahn equation with forcing term.

研究分野：偏微分方程式

キーワード： 平均曲率流　幾何学的測度論　フェイズフィールド法　特異極限問題　変分問題　バリフォールド　弱
解　Allen-Cahn方程式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、境界条件や外力項を課した場合における、Allen-Cahn方程式と平均曲率流方程式との関係性を明ら
かにした。従来の外力項付きAllen-Cahn方程式では証明に必要な評価を得ることが出来なかったが、適切な補正
項を加えることにより、それを解決した。この補正項を加える方法は他の方程式への応用も期待できる。
また、弱解の構成で用いたフェイズフィールド法は数値計算にも用いられる手法であり、本研究で得られた結果
は実学への応用も期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
(1) 本研究で主に考察する偏微分方程式である平均曲率流方程式は、金
属結晶内部の金属粒の境界(結晶粒界)が焼きなましによって動く現象
を記述しており、曲面の法速度がその平均曲率で与えられるという方程
式である。平均曲率流方程式は、一般的な偏微分方程式の議論を用いる
ことにより、適切な仮定の下では一定時間までは解の存在の証明ができ
るものの、一般的な条件下では時間大域解の存在の証明は極めて困難で
ある。その主な理由として、解である曲面の形状が時間発展により大き
く変化しうることが挙げられる。また、通常の放物型偏微分方程式では
初期値が滑らかであればその解も滑らかであることが期待されることが多いが、平均曲率流方
程式の場合は初期値が滑らかな曲面であったとしても、ある時刻で特異点が発生しうることも
理由として挙げられる。特異点を含む形状としてはトリプルジャンクション(図 1)と呼ばれる 3
つの曲線が 1 点で交わる形状がよく知られており、正則性等未解明な部分も多く極めて興味深
い数学的研究対象である。トリプルジャンクションが初期値の場合、時間大域的な弱解を求める
方法は Brakke(1978)、Kim-Tonegawa(2017)による幾何学的測度論と時間に対する離散化を用い
た手法しか知られていなかった。それに対し、フェイズフィールド法とよばれる手法でトリプル
ジャンクション等の特異点を含む弱解の存在について構成できないかと考えたのが、本研究の
動機である。 
 
(2) 弱解の存在を示す方法としてフェイズフィールド法を選んだ理由としては以下が挙げられ
る。通常、2 相の平均曲率流方程式をフェイズフィールド法で近似する場合、Allen-Cahn 方程式
と呼ばれる以下の半線形放物型方程式を用いる。 

ここで、∆はラプラシアン、𝑊(𝑠) = (1 − 𝑠2)2/2、ε > 0は十分小さい正の定数である。この方程
式は偏微分方程式の中では比較的扱いやすい種類の方程式であり、通常の偏微分方程式の理論
を応用しやすい。また、数値計算とも相性がよく、実学への応用も見込める。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究の主な目的は、フェイズフィールド法等を用いたトリプルジャンクション等の特異
点を持つ平均曲率流方程式の弱解の構成である。 
 
(2) また、平均曲率流方程式の弱解の一意性に関しては未解明である。本研究のもう一つの目的
は、フェイズフィールド法で得られる解の一意性に関して明らかにすることである。 
 
３．研究の方法 
(1) 前述の Allen-Cahn 方程式では 2 相の平均曲率流方程式を近似できるが、トリプルジャンク
ションを含む曲面は 3 相(図 1 のように、領域を 3 つに分ける状態)である為、Allen-Cahn 方程
式の連立方程式である Ginzburg-Landau 方程式を用いてトリプルジャンクションを含む平均曲
率流方程式の弱解の構成を検討した。しかし、平均曲率流方程式の解の構成に必要な評価である
単調性公式が、Ginzburg-Landau 方程式に対して成り立つか否かは現在も未解決であり、直接こ
の方法で解の存在を示すのは困難であることが判明した。よって、トリプルジャンクションを持
つ平均曲率流方程式の弱解の存在証明への第一歩として、トリプルジャンクションの特異点を
境界条件としてみなすことにより、ディリクレ境界条件、動的境界条件等の境界条件を課した 2
相の平均曲率流方程式の弱解の存在を、フェイズフィールド法を用いて示すことを目標の一つ
とした。 
 
(2) 外力項付き平均曲率流方程式は、水溶液内の結晶成長の方程式としても知られている。物理
現象としては金属の焼きなましとは異なるものの、その数学的性質を解明すれば平均曲率流方
程式の解の構造をより深く理解できる。さらに前述の Ginzburg-Landau 方程式は、外力項付き
Allen-Cahn 方程式の連立方程式としても考えることが出来る為、外力項付き平均曲率流方程式
の弱解の構成を行うことにより、トリプルジャンクションを持つ平均曲率流方程式の弱解の存
在を示すことが出来るのではないかと考えた。特に、既存の結果(Mugnai-Roeger(2011))では、
外力項が連続関数の場合にしかその弱解の存在は知られていなかった為、本研究ではより正則
性の低い外力項に対しても弱解の存在が得られるか調査した。 
 
４．研究成果 
(1) ディリクレ境界条件、もしくは動的境界条件を課した平均曲率流方程式に関して、フェイズ
フィールド法と幾何学的測度論を用いた解析を行った。研究代表者は、研究協力者の儀我美一氏、
尾上文彦氏とともに、以下の結果を得た。これらの結果は現在投稿準備中である。 
 
① 本研究では、弱解としては Brakke による幾何学的測度論を用いた弱解を考えた。理由として
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は、幾何学的測度論を用いる方法ではトリプルジャンクション等の特異点を含む曲面も弱解と
して扱うことが出来ることが挙げられる。しかし、Brakke の弱解は、先行研究ではノイマン境
界条件の場合にしか定義されておらず、ディリクレ境界条件、動的境界条件の場合には未定義で
あった。それに対し本研究では、フェイズフィールド法の特異極限を形式的に考察することによ
り、それらの境界条件を課した場合の平均曲率流方程式に対する適当な弱解の定義を与えた。特
に、動的境界条件を課した Allen-Cahn 方程式の特異極限が満たすべき境界条件は、今までの予
想に反するものであり、形式的な計算ではあるもののインパクトのあるものであった。 
 
② 境界条件の有無に関わらず、フェイズフィールド法による平均曲率流方程式の近似を数学的
に正当化するためには、Allen-Cahn 方程式のディリクレエネルギーとポテンシャルエネルギー
が𝜀 → 0としたときの極限において一致する必要がある。領域が全空間の場合(境界条件がない場
合)、またはノイマン境界条件の場合には、単調性公式と呼ばれる評価を用いてそのエネルギー
の一致を示すことが出来るものの、ディリクレ境界条件、動的境界条件の場合には、領域の境界
付近において単調性公式が成り立つかどうかは現在も未解決である。それに対し本研究では、領
域の境界でディリクレエネルギーとポテンシャルエネルギーが一致するという仮定の下で、①
で定義した弱解に収束するという結果を得た。今後の課題としては、境界上に課した上記の仮定
の除去が考えられるが、初期値のディリクレエネルギーがポテンシャルエネルギー以下になる
場合、任意の時刻でその関係が保存されることも本研究で明らかにした為、この評価を用いて解
決できるのではないかと考えている。 
 
(2) 正則性の低い外力項付きの平均曲率流方程式について、以下の結果を得た。尚、本結果は査
読付き論文雑誌(Communications on Pure and Applied Analysis)に掲載済みである。 

 

① 適切なソボレフ空間において、放物型スケール変換の意味で外力項が劣臨界となる場合の弱

解の時間大域存在を得た。既存の結果では、外力項が連続であることを仮定していたので、大幅

な改良であるといえる。 

 

② (1)でも述べたように、弱解の構成の為にはディリクレエネルギーとポテンシャルエネルギ

ーの極限での一致の証明が鍵となっている。その証明には最大値原理と呼ばれる放物型偏微分

方程式の持つ極めて重要な性質を用いるが、外力項がある場合その評価が悪くなるという問題

があった。それに対し本研究では、外力項に適切な補正項を組み込むことによってその困難を解

消した。また、外力項の近似である𝑔𝜀は近似パラメータであるεに対してmax
𝑥,𝑡

|∇𝑔𝜀(x, t)| ≤

𝜀−𝛾  (0 < 𝛾 <
1

2
)となるように取ることが出来ること(𝑔𝜀自体の大きさには制限がない)も本結果

の特徴の一つである。この補正項を用いる方法は、他の方程式にも応用が出来る為、今後は別の

方程式の弱解の存在証明に生かせるのではないかと考えている。 

 

(3) 平均曲率流方程式は、本来は金属の焼きなましにおける金属粒界の運動方程式であるが、本

来は考慮すべき金属結晶の異方性等は無視されている。それに対し、研究協力者の水野将司氏と

ともに、Epshteyn-Liu-Mizuno によって提唱された、金属結晶の焼きなましにおける粒界の運動

方程式を考察し、以下の結果を得た。この結果は論文にまとめ現在投稿中である。 

 

① このモデル方程式は、平均曲率流方程式に結晶の方位差による影響を加えた、平均曲率流方

程式と常微分方程式による連立方程式である。本研究では結晶粒界がグラフとみなせる場合に

おいて、古典解の時間大域存在、一意性、及び漸近挙動を示した。 

 

② その証明の鍵として、このモデル方程式に対する重み付き単調性公式の存在を示したことが

挙げられる。重みとしてグラフの高さ関数の 1 階微分を代入することにより、グラフの勾配の各

点評価を得ることが出来た。 

 

(4) 平均曲率流方程式のフェイズフィールド法で用いられる制約条件付き Allen-Cahn 方程式に

ついて、研究協力者の山崎教昭氏、鈴木友之氏と、数値計算に関する解の安定性に関して議論を

行い、陽解法における数値計算が安定となる空間刻み幅と時間刻み幅の条件を得た。本結果で考

察した制約条件付き Allen-Cahn 方程式とは、通常の Allen-Cahn 方程式に対して解の大きさが 1

以下になるように制約を加えたものである。この結果は査読付き論文雑誌(AIMS Mathematics)

に掲載済みである。 
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