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研究成果の概要（和文）：本研究ではBernoulliの自由境界問題，Serrinの問題を含む一般の過剰決定問題に対
する解（未知領域）の存在・一意性や，境界条件の摂動に対する領域形状の定量的安定性を導出する統一的解析
手法を確立した．特に，従来特別な場合にのみ与えられていた楕円型・双曲型という解の分類を一般の過剰決定
問題に拡張し，それらの経験的分類が発展方程式の観点が非常に明快な理解を与えることを示した．すなわち，
従来の単に最大値原理との相性の良さ・悪さという観点だけでなく，ある解が楕円型・双曲型であることは，そ
の解の周辺から初期値を選ぶ場合に対応する発展方程式が放物型か逆放物型であることに対応することを明らか
にした．

研究成果の概要（英文）：This research established a unified functional analytic method of deriving 
the existence, uniqueness and quantitative stability estimates of solutions (unknown domains) of 
general overdetermined problems including Bernoulli's free boundary problem and Serrin's problem as 
special cases. In particular, a classification of solutions, previously known for some special 
cases, are extended to general overdetermined problems. More importantly, this research clarifies a 
deep connection between the classification and qualitative behavior of solutions in terms of related
 evolution equations. Namely, it turns out that the ellipticity (resp. hyperbolicity) of a solution 
corresponds to the parabolic (reversed parabolic) character of the evolution equation. 

研究分野：偏微分方程式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究成果である過剰決定問題の解の分類およびその発展方程式論的解析は，過去の研究に新たな視点を与える
もので，従来各論的に取り扱われてきた過剰決定問題を統一的に解析する手法を与えるものである．これらは研
究が盛んな自由境界問題や形状最適化問題などの領域形状に関する変分問題における未解決問題（例：
Flucher-Rumpf予想，Schiffer予想）の解決に向けても有効な手段を与えるものと期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）本研究課題である楕円型過剰決定問題とは，境界条件が過剰に与えられた楕円型方程式の
境界値問題であり，一般の領域では解が存在せず，特別な領域でのみ可解となるようなものであ
る．例えば，古典的なディリクレ問題（領域内部において課される楕円型方程式にディリクレ境
界条件を与えた境界値問題）に付加的にノイマン境界条件を与えた問題である．そこで，可解性
をもつ特別な領域の存在・一意性およびその形状が興味の対象となる． 

 
（２）過剰決定問題は，氷の融解現象を記述する Stefan問題や最適投資問題，微分幾何学にお
ける曲面決定問題などを含む，領域自身が未知である自由境界問題の典型例の一つである．特に，
形状最適化問題とよばれる領域を独立変数とする変分問題のオイラー・ラグランジュ方程式と
して現れる．具体例としては，弾性体のねじり剛性の最大化問題やラプラシアンの第 k 固有値
の最小化問題が挙げられる． 
 
（３）過剰決定問題が解をもつような領域を可解領域とよぶとき，方程式に対する適当な対称性
の仮定の下で可解領域もまた球対称領域に限るか否かという対称性の問題は 1970 年代の
Serrin の研究により飛躍的に進展した．Serrin が導入した移動平面法は，以後現在に至るまで
過剰決定問題の可解領域の対称性やその安定性の解析において基本的な役割を担っている．ま
た，Weinberger による積分恒等式を用いた対称性の別証は，適用範囲が特別な方程式に限るも
のの，証明が非常に簡便であるだけでなく，近年の安定性の研究でより良い評価を与えている． 
 
（４）対称性が期待できない一般の過剰決定問題に対する可解領域の存在や一意性，安定性に関
する一般論は構築されておらず，それぞれの問題に応じてその変分構造や最大値原理の考察が
行われてきた．また，方程式の摂動に対する可解領域形状の安定性の問題は近年盛んに研究され
ているが，それも各方程式の性質に依存する解析が主であった． 
 
２．研究の目的 
 
（１）本研究課題の目的は，楕円型過剰決定問題に対して線型化解析による統一的解析手法を構
築し，その線型構造によってそれぞれの過剰決定問題の特性を明らかにすることである．特に，
本研究では Bernoulliの自由境界問題を中心とした過剰決定問題に対して，可解領域の分類や存
在・一意性定理を導出することが目標である． 
 
（２）特に，流体力学の逆問題や形状最適化問題として現れる古典的問題である Bernoulliの自
由境界問題は，「楕円型解」と呼ばれる変分構造の観点からは安定な可解領域と「双曲型解」と
呼ばれる不安定な可解領域が存在する自由境界問題である．しかし，従来の典型的な非線型解析
手法である優解劣解法や変分法等では楕円型解しか構成されず，数学的解析が困難である双曲
型解の構成およびその定性的性質の解明が待たれている．特に、1997年に提出された双曲型解
の集中現象を主張する Flucher-Rumpf予想は部分的にも未解決な難問である．本研究の主目的
は Bernoulli問題の双曲型解の構成およびその集中現象の解明である． 
 
３．研究の方法 
 
（１）不安定な双曲型解に対しても原理的に有効な線型化解析を発展させ，過剰決定問題を含む
自由境界問題において典型的に現れる正則性損失構造の問題に対しても有効な手法を確立し，
その応用として楕円型解・双曲型解の両方を統一的方法により構成する． 
 
（２）過剰決定問題を通常の境界値問題と付加的境界条件とに分離したとき，各領域において前
者は一意解をもつ．したがって，過剰決定問題の可解領域を求める問題は，通常の境界値問題の
一意解が付加的境界条件をみたすような領域を定める問題として定式化される．適当な固定閉
曲面からの摂動で得られる閉曲面は固定曲面上で定義される関数によって表示されることに注
意すれば，可解領域を求める問題は適当な函数空間の間の非線型写像の零点を求める問題とし
て定めることができる． 
 
（３）径数を含む滑らかな非線型写像の零点を求める問題において，ある径数に対する写像の零
点をあらかじめ知っている場合は，その線型化写像の非退化性（全単射性）を示すことで，径数
を微小変化した写像に対する零点の存在も導かれる．この陰函数定理は，非退化性のみを論拠に
安定解だけでなく不安定解も構成できる基本的方法であるが，考える非線型写像が「微分の損失」
と呼ばれる正則性損失構造をもつ場合は適用できない．過剰決定問題は同構造から古典的陰函



数定理の適用が困難なため，径数を時刻とみなして変化する非線型写像の零点の挙動を発展方
程式の解と解釈し，それを最大正則性理論によって追跡する解析手法を用いる． 
 
４．研究成果 
 
（１）Bernoulliの自由境界問題の双曲型解の構成 
古典的陰函数定理が適用不能な Bernoulliの自由境界問題に対して，抽象発展方程式の理論を基
礎とする「放物型陰函数定理」を確立した．これは本研究代表者が求積公式に付随する過剰決定
問題に対して導入した発展方程式的解析を，径数付き非線型写像の零点を求める一般的問題に
対するものへと昇華したものであり，Bernoulliの自由境界問題を含む一般の過剰決定問題へと
応用可能である．この一つの帰結として，従来の解析手法では得られていなかった双曲型解を構
成することに成功した．図１および２は，横軸で問題がもつ径数が動く実数空間を，縦軸で領域
をその中の点として表す函数空間を表現する概念図である．各径数に対応する可解領域を繋げ
てできる解曲線（太線）を得るために，古典的陰函数定理の証明の基礎となる逐次近似法では，
図１のように近似解曲線（点線）を線型化によって徐々に修正しその極限として真の解曲線を得
る．しかし，過剰決定問題では正則性損失によって近似解が同じ空間内に留まらずこの方法は破
綻する．一方，放物型陰函数定理は図２のように解曲線（太線）自体を時間発展方程式の解軌道
として特徴付け，その発展方程式を解くことで解曲線を得る．これを応用し，双曲型解が既知で
ある問題（左端点）を適当な径数によって未知の問題（右端点）へと繋げ，放物型陰函数定理で
現れる発展方程式を解いて未知の不安定解を構成した． 
 
        図１                   図２ 

 
 
（２）Serrinの過剰決定問題における最良安定性評価 
ねじり剛性の最大化問題のオイラー・ラグランジュ方程式として現れる典型的過剰決定問題で
ある Serrinの問題は，与えられる境界条件が定数である場合には可解領域が球に限ることが知
られている．近年，国内外の研究者によって，その球対称性の境界条件の摂動に対する定量的安
定性評価が様々な方法により導出されている．安定性評価の導出に対して線型化解析を基礎と
する陰函数定理は有効であり，摂動と可解領域の形状の対応関係の第一近似である線型関係を
精密に評価できることが期待される．しかしながら，前述の正則性損失構造により古典的陰函数
定理は適用不能である．本研究では学振外国人特別研究員であった Alexandra Gilsbach氏と共
同で，球からの微小摂動領域の考察に対して有効な修正陰函数定理を導出し，先行研究では得ら
れていなかった高次元に対する最良評価を与えることに成功した．なお，この研究においても放
物型陰函数定理は有効であるが，その適用には高階の微分の情報を要する他，Serrin の問題は
問題の平行移動不変性から線型化写像が有限次元の退化性をもつことから，本研究では逐次近
似法を発展させた修正陰函数定理を用いた． 
 
（３）一般の過剰決定問題の可解領域の分類と構成 
Bernoulli の自由境界問題や Serrin の問題を含む一般の過剰決定問題に対する統一的解析手法
として放物型陰函数定理の基礎理論を構築した．特に，従来 Bernoulliの自由境界問題にのみ与
えられていた楕円型解・双曲型解という可解領域の分類を一般の過剰決定問題に拡張し，それら
の経験的分類が発展方程式の観点からは非常に明快な理解を与えることを示した．すなわち，従
来の単に最大値原理との相性の良さ・悪さという観点だけでなく，ある可解領域が楕円型・双曲
型であることは，その可解領域の周辺から初期値を選ぶ場合に対応する発展方程式が放物型か
逆放物型であることに対応することを明らかにした．特に，その帰結として，先行研究で部分的
に考察されていた，方程式や境界条件に球対称非定数函数を課した一般化 Serrinの問題の解析
を完結させ，非常に簡明な理論としてまとめ挙げた． 
 
以上の研究成果は，国際研究雑誌に掲載され，国内外の研究集会においても発表している．また，
日本語専門雑誌である日本数学会「数学」の論説として，放物型陰函数定理の記事を執筆し公開
した． 
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