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研究成果の概要（和文）：本研究では、境界上での拡散を表す動的境界条件を持つ非線形偏微分方程式を中心に
考察を行った。主結果としては動的境界条件下において、単位球の外部領域における半線形楕円型方程式の可解
性、半空間及び単位球の外部領域において拡散方程式の可解性及びその拡散極限の形状と最適な収束速度を得
た。また付随する結果として、異常拡散に関連する拡散方程式に対して、時間大域可解性に関する臨界指数の導
出を行った。

研究成果の概要（英文）：We consider some nonlinear partial differential equations with a dynamical 
boundary condition in unbounded domains.For the nonlinear elliptic equation in the exterior of unit 
ball, we gave several results on existence, nonexistence and large time behavior of small positive 
solutions.For the heat equation, we considered two cases, the half space and the exterior of unit 
ball, and proved the existence of global-in-time solutions. Furthermore, we showed that, if the 
diffusion coefficient tends to infinity (it called by the large diffusion limit), then the solution 
converge to solutions of the Laplace equation with same dynamical boundary condition.Moreover, we 
also considered some diffusion equations, which are related with anomalous diffusion, and obtained 
the critical exponent for the existence of global-in-time solutions.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 動的境界条件　可解性　臨界指数　拡散極限
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研究成果の学術的意義や社会的意義
動的境界条件は近年、国内外において領域の有界性にかかわらず活発に研究が行われてきている。その中で解の
時間大域可解性や内部の拡散現象の極限を考察した熱方程式の拡散極限は、時間大域挙動に対する内部と外部の
拡散現象の影響の考察や、今後の非線形問題への応用に向けて最も基本的かつ重要な問題であり、必要不可欠な
研究と言える。本成果が足掛かりとなり、今後非線形問題等に大いに進展していくことが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
これまでの多くの非線形拡散問題に関する研究は、境界上での値を固定したディリクレ境界条
件や流出入を固定したノイマン境界条件、さらにはそれらを組み合わせたロバン境界条件など
固定された境界条件の下で考察されてきた。一方で、実際の現象においては境界での状況を固定
することは困難であり、境界上における反応を考慮することが必要不可欠であると考えられる。 
境界上の反応を考慮した境界条件の一つとして、完全流体に囲まれた個体の熱伝導モデルなど
を記述する際に現れる動的境界条件が挙げられる。この境界条件は近年盛んに研究が行われて
きたが、その多くは有界領域に制限されており、半空間に代表される非有界領域に対しては、 
内部の方程式が最も基本的なラプラス方程式の場合でさえ、Amann-Fila 両氏の 1997 年の共同研
究に端を発する比較的新しい研究であり、十分な成果は得られておらず、その進展が期待されて
いた。川上は上記の論文の著者の一人である Comenius 大学の Marek Fila 氏と東京大学の石毛
和弘氏(当時は東北大学所属)とともに半空間における動的境界条件の研究を開始し、冪乗型の非
線形項を有する半線形楕円型方程式について、いくつかの興味深い結果を得た。一方で、半空間
以外の非有界領域や冪乗型以外の非線形性については解の時間局所可解性といった基本的な結
果すら得られておらず、これらの未解決問題を研究すべきであるという確信に至った。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究は半空間や球の外部領域に代表される非有界領域において、動的境界条件を持つ非線形
偏微分方程式について、時間局所及び大域可解性や解の漸近挙動の考察を通して、本問題や対応
する楕円型方程式の解析の新展開を行うことを目的とする。また、これに起因する研究として、
半空間における動的境界条件付き楕円型方程式と密接な関わりを持つ分数冪拡散方程式につい
て、様々な非線形性を伴った場合、特に解の一階微分を非線形項に含む場合に対して、時間局所
及び大域可解性並びに解の漸近挙動について考察するとともに、解の高次漸近展開の構築及び
その応用を行うことを目的としている。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究手法としては、半空間における動的境界条件付き半線形楕円型方程式に対する考察をもと
に、非有界領域における動的境界条件を持つ非線形偏微分方程式を対応する積分方程式に変形
し、積分核の情報を用いることで可解性や漸近挙動を考察した。また、半空間における動的境界
条件は分数冪拡散方程式と密接に関わっているため、分数冪拡散などの異常拡散に関連する拡
散方程式について、対応する積分方程式の積分核の性質を考察することにより、非線形問題の可
解性について考察を行った。 
また、最新の研究成果の情報収集のために各種セミナーや研究集会への参加するとともに、国内
外の共同研究者と密に連絡を取り合うことで研究を推進した。併せて 2018 年度と 2019 年度に
「楕円型・放物型微分方程式研究集会」を大阪府立大学と龍谷大学でそれぞれ開催・運営し、積
極的な研究交流を図るとともに、複数の国際研究集会を運営し、国際的な連携強化に努めた。 
 
 
４．研究成果 
 
上記の研究目的に基づき、動的境界条件を持つ非線形楕円型方程式及び拡散方程式について可
解性の考察を行うとともに、それに起因する問題に対して以下の研究成果を得た。 
 
(1) 単位球の外部領域における動的境界条件付き半線形楕円型方程式に関する研究 
Fila 氏と石毛氏との共同研究により、空間３次元以上の場合に、可解性に関する臨界指数の導
出並びに時間大域挙動を示すとともに、時間局所可解性と時間大域可解性の同値性を示した。こ
れは半空間に対して我々が証明した内容の外部領域への拡張になっているが、これらの領域で
は積分方程式に付随する積分核が全く異なることや、境界領域の有界性が異なることなどの違
いがあり、今回の成果によってより一般の領域に対して問題が展開していくことが期待できる。 
 
(2) 半空間における動的境界条件付き熱方程式に関する研究 
Fila 氏と石毛氏との共同研究により、空間 2 次元以上の半空間において時間大域解を構成する
とともに、熱方程式の拡散極限として、本問題の解が動的境界条件を有するラプラス方程式の解
に収束することを示した。また Comenius 大学の Johannes Lankeit 氏も加えて、上記で得られた
収束の速さが最適であること、さらに空間３次元における単位球の外部領域でも同様の結果が
得られることを示した。この問題では領域内部が熱方程式で支配されているため、境界上の拡散
の影響と内部の拡散の影響をそれぞれ考慮する必要があるが、積分核の減衰の違いなどを用い



ることで、それぞれの特徴を捉えることに成功した。非線形問題を考察するには本問題の基本解
の考察が必要不可欠であるが、この結果により、時間大域解の構成法や初期条件への依存性など
の多くの情報を得ることができたと言える。 
 
(3) 退化係数を有する非線形拡散方程式に関する研究 
動的境界条件に付随する分数冪拡散方程式と関連の深い退化拡散方程式に対して、Johns 
Hopkins 大学の Yannick Sire 氏と静岡大学の藤嶋陽平氏と共同研究を行い、退化係数に応じた
基本解評価を得るとともに、その応用として冪乗型の非線形項を有する場合に、解の時間大域可
解性に関する臨界指数を導出し、方程式に付随した不変量に関して十分小さな初期値に対して
時間大域解を構成した。 
 
(4) 様々な反応項を有する拡散方程式の臨界指数に関する研究 
逆２乗冪のポテンシャルを有する半線形熱方程式の大域可解性について、石毛氏との共同研究
を行い、球面調和関数の影響を考慮した適切な優解を構成することにより、これまで得られてい
た既存の結果を全て包含する形での臨界指数を導出した。また、時空間に依存する非斉次項を有
する半線形熱方程式について、King Saud 大学の Mohamed Jleli 氏と Bessem Samet 氏と共同研
究を行い、解の時間大域可解性に関する臨界指数を導出した。 
 
(5) Half Laplacian を有する粘性 Hamilton-Jacobi 方程式に関する研究 
大阪市立大学の岩渕司氏(現在は東北大学所属)と共同研究を行い、対応する積分方程式に関し
て、方程式から導かれるスケール不変な Besov 空間において、小さな初期値に対応する可解性と
時間大域挙動を示した。本問題に対しては、これまで粘性解の枠組みにおいて可解性が得られて
いたが、対応する積分方程式を扱った結果は本研究が初である。なお、本結果は川上の別の研究
課題からの継続研究として得られた成果であり、双方の研究課題に成果として掲載している。 
 
(6) 分数冪拡散方程式の解の高次漸近展開に関する研究 
石毛氏と広島大学の道久寛載氏と共同研究を行い、既存の研究によって問題点として挙げられ
ていた基本解の可積分性の空間減衰に起因する問題点を明確にし、基本解による可積分性の損
失が有限次元であること、またそれを除いた空間における初期値のモーメントの次数に応じた
高次漸近展開理論を構築した。 
 
(7) 指数型非線形項を有する非線形熱方程式に関する研究 
境界上での反応の考察に先立ち、全空間において指数型非線形項を有する非線形熱方程式の時
間大域解の漸近挙動について、Milano 大学の Bernhard Ruf 氏、Elide Terraneo 氏、Bergamo 大
学の Giulia Furioli 氏と共同研究を行った。積分方程式の解と弱解の同値性を示すとともに、
初期値の空間に応じた解の減衰評価を与えた。なお、本結果は川上の別の研究課題からの継続研
究として得られた成果であり、双方の研究課題に成果として掲載している。 
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