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研究成果の概要（和文）：量子力学の数学的散乱理論においては、非摂動系と摂動系のシュレディンガー方程式
の時間発展作用素を組み合わせた強極限で与えられる波動作用素の存在を調べることで、その摂動系での散乱状
態の理解が得られる。研究成果としては、1.分数冪ラプラス作用素、質量を持つ相対論的シュレディンガー作用
素、非局所的シュレディンガー作用素、時間減衰する調和振動子について、波動作用素の存在・非存在の必要十
分条件を相互作用ポテンシャルの空間減衰の速さで特徴付けた。2.分数冪ラプラス作用素と電場を伴うシュレデ
ィンガー作用素に対して、波動作用素を用いて定義される散乱作用素から相互作用ポテンシャルの一意性を導く
逆問題を議論した。

研究成果の概要（英文）：In mathematical scattering theory for quantum mechanics, the existence of 
wave operators given by the strong limits of the combined time-evolving operator of the Schrodinger 
equations for non-perturbative and perturbative systems provides an understanding of the scattering 
state in that perturbative system. The research results on this project are stated below. We 
characterized the necessary and sufficient conditions for the existence and non-existence of wave 
operators by the speed of spatial decay of the interaction potentials for fractional Laplacian, 
massive relativistic Schrodinger operator, non-local Schroedinger operator, and time-decaying 
harmonic oscillator. We also discussed the inverse problems of deriving the uniqueness of the 
interaction potentials from the scattering operator defined by the wave operators for fractional 
Laplacian  and Schroedinger operator with electric field.

研究分野： 量子力学の数学的散乱理論

キーワード： シュレディンガー方程式　波動作用素　散乱作用素　逆散乱　分数冪ラプラス作用素　非局所的シュレ
ディンガー作用素　シュタルク効果　調和振動子
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研究成果の学術的意義や社会的意義
偏微分方程式の解の時間発展や漸近的挙動を解析することは、具体的に書き表すことができないような解の形状
や性質を知るための大きな手がかりを与える。波動作用素はシュレディンガー方程式の解の時間極限から得られ
る作用素で、任意の波動関数を散乱状態の波動関数に対応させる働きを持つ。つまりその系における散乱現象を
保証する。このような物理的にも重要な役割を担う波動作用素について、存在するか否かをポテンシャルの空間
減衰の速さで明確にしたこと、またポテンシャルの一意性を導く逆問題を扱った本研究成果は、散乱という物理
現象に新しい理解を与えることとなった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

シュレディンガー方程式は豊富な数学的構造を持つ．特に散乱理論の研究は，偏微分方程式論的
手法と関数解析学的手法が両立しながら発展してきた．𝐻0を非摂動系（例えば𝐻0 = −Δ），𝐻 =
𝐻0 + 𝑉を摂動系とする．ここで𝑉 = 𝑉(𝑥)は粒子間に働く相互作用ポテンシャルを表し，空間遠方
ではその値が消えていくものを想定している．数学的散乱理論のメインテーマは，次の𝐿2(ℝ𝑛)で
の強極限で定義される波動作用素 

𝑊± = lim
𝑡→±∞

𝑒𝑖𝐻 𝑒−𝑖𝐻0 

を解析することである．研究代表者は，本研究課題の申請時において，斥力項を伴うシュレディ
ンガー作用素𝐻 = −∆ − |𝑥|2 + 𝑉の研究の力を注いでおり，逆問題の結果[1]や波動作用素の存在
条件[2]（当時は査読中）などの研究成果が得られていた．またこれに並行して，分数冪ラプラ
ス作用素𝐻 = (−∆)𝜌 + 𝑉の研究を手掛け始めていた． 

 

２．研究の目的 

上述の研究背景の下，本研究課題申請当初の研究目的は，斥力項を伴うシュレディンガー作用素
に対して 1.長距離散乱理論の構築，および 2.電荷輸送モデルと多体問題への応用，3.その他の
量子力学モデルにおける散乱現象の解明．以上三つを軸とするものであった．特に 3のその他の
量子力学モデルについては，着手し始めた分数冪ラプラス作用素の逆問題の研究を念頭に置い
ていた． 

 

３．研究の方法 

当初計画していた研究目的の 1 と 2 は実現できなかった．しかし 3 については，分数冪ラプラ
ス作用素に対する波動作用素の存在条件[3]や，逆問題としての短距離型相互作用ポテンシャル
の一意性[5]の証明を完遂した．よってここではこれらの分数冪ラプラス作用素での研究で用い
た手法について触れておく．空間減衰が十分に速く波動作用素が存在するようなポテンシャル
は短距離型と呼ばれ，減衰が遅すぎて波動作用素が存在できないようなポテンシャルは長距離
型と呼ばれる．この閾値を調べる手法はいくつか知られているが，[3]で用いられたものは
Dollard(1971)が通常のシュレディンガー作用素とクーロンポテンシャルに対して最初に導入し
た手法である．逆問題に関しては，Enss-Weder(1995)によって発案された手法を用いた．この手
法は「エンス・ヴェーダーの方法」として知られており，多くの量子力学モデルで応用されてい
る．なお，その他の量子力学モデルの散乱現象についても様々な結果が得られらた．それらにつ
いては次項の研究成果を参照頂きたい． 

 

４．研究成果 
論文として出版された順に述べていく． 
 上で述べたように[3]では，分数冪ラプラス作用素𝐻 = (−∆)𝜌 + 𝑉について，短距離型と長距離
型の閾値なる𝑉の空間遠方での減衰の条件を決定した．ただし，1/2 < 𝜌 ≤ 1である．具体的には
𝑥 → ∞のとき𝑉(𝑥) = 𝑂(|𝑥|−𝛾)とすると𝛾 = 1がその閾値となることを証明した．短距離型と長距
離型の閾値は，粒子の古典軌道から導かれるため，各モデルによって独自に定まる値であり，古
典力学と量子力学を結び付ける点でも重要な意味を持つ． 

 [4]ではシュタルク効果を伴う量子力学系𝐻 = −∆ − 𝐸 ∙ 𝑥 + 𝑉において，エンス・ヴェーダーの
方法によってポテンシャルの一意性を証明した．特に短距離型ポテンシャルの一階導関数の空
間遠方での減衰条件を先行研究から大きく改善し，物理的にも自然な仮定の下での一意性が得
られた． 
 上でも述べた[5]では，まずエンス型評価と呼ばれる粒子伝播に関する不等式を証明した．こ
の不等式は Enss(1983)が通常のラプラス作用素に対して得ていたものを分数冪版に拡張したも
のである．さらにその不等式をエンス・ヴェーダーの方法に応用し，逆問題としての短距離型ポ
テンシャルの一意性を証明した． 
 [6]では，時間減衰する調和振動子𝐻(𝑡) = −∆ + 𝑘(𝑡)|𝑥|2 + 𝑉について，波動作用素の存在，非
存在，さらには長距離型ポテンシャルの場合の修正波動作用素の存在について議論した．𝑘(𝑡) ≡
𝑘 > 0と定数ならばよく知られた調和振動子で散乱は起き得ない．ところが0 < 𝜎 < 1/8に対して
𝑘(𝑡) = 𝜎/𝑡2と時間に関して二乗のオーダーで減衰する場合には散乱状態が現れ，波動作用素が
存在することを示した．またこのモデルにおいて，短距離型と長距離型のポテンシャルの減衰の
閾値は𝛾 = 1/(1 − 𝜆)であることを明らかにした．ここで𝜆 = (1 − √1 − 8𝜎)/2である． 
 [7]では，分数冪ラプラス作用素𝐻 = (−∆)𝜌 + 𝑉において0 < 𝜌 ≤ 1としたものや，質量を持つ
相対論的シュレディンガー作用素の分数冪版𝐻 = (−∆ + 1)𝜌 + 𝑉なども含んだ，より一般的な非
局所的シュレディンガー作用素𝐻 = 𝛹(−𝛥) + 𝑉について，短距離型と長距離型のポテンシャルの
減衰の閾値が𝛾 = 1であることを証明した．特に分数冪ラプラス作用素の[3]では1/2 < 𝜌 ≤ 1の
範囲でしか扱われていなかったが，これを大きく拡張できた． 



 

 

 [8]では質量を持つ相対論的シュレディンガー作用素𝐻 = √−𝛥 + 1 + 𝑉に対して，短距離型と
長距離型のポテンシャルの減衰の閾値が𝛾 = 1であることを証明した．出版が[7]より後になった
が，証明は[7]より先に完了していたもので，分数冪ラプラス作用素の[3]において𝜌 = 1/2を扱
うことができなかったが，質量を加えれば𝜌 = 1/2に対応する結果が得られた．[3]と[8]の研究
結果はすべて[7]によって一般化されることになる． 
 [9]は[6]で議論した時間減衰する調和振動子について，[6]で扱われてなかった臨界の場合の
𝜎 = 1/8を扱い，短距離型と長距離型のポテンシャルの減衰の閾値を明らかにした．𝜎 = 1/8のと
き𝜆 = 1/2であるから，一見すると閾値は𝛾 = 2となるように思われるが，実はそうは単純ではな
い．結論としては𝑉(𝑥) = 𝑂(|𝑥|−2(log|𝑥|)𝜅)と表したとき，𝜅 < 1が短距離型，𝜅 ≥ 1が長距離型と
なる．粒子の挙動は𝜎 < 1/8と𝜎 = 1/8では大きく異なり，本研究結果は古典軌道をより精密に追
跡することで成し遂げられた． 
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