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研究成果の概要（和文）：本研究では, (1) 外力項曲率流の自由境界問題, (2) 対数拡散方程式の解の漸近挙
動, (3) 空間非一様性な媒質上の曲率流の自由境界問題という申請時に掲げた3つのテーマに加えて (4)特異・
被食捕食系の反応拡散方程式の研究という新しいテーマにも加えてそれぞれ成果が得られた. (1)では, 解の挙
動を完全分類し各々の解の漸近挙動を解明した．また面積保存型の曲率流に対して進行波の局所指数安定性を証
明した． (2) では遠方で指数的に減衰する対数拡散方程式の特異性解析を詳細に行った.

研究成果の概要（英文）：This research project deals with such themes as (1) free boundary problem 
for the curvature flow with driving force, (2) asymptotic behavior of logarithmic diffusion 
equations, (3) free boundary problem of curvature flow on inhomogeneous media, (4) mathematical 
analysis singular predator prey model. The theme (4) was added after the program began. In theme 
1), we studied a free boundary problem associated with the curvature dependent motion of planar 
curves in the upper half plane whose two endpoints slide along the horizontal axis with prescribed  
contact angles. Classification of behavior of each solution and its asymptotic behavior is revealed.
 In theme (2) we studied, the universal behavior of extinction is analyzed. 

研究分野： 非線形放物型方程式

キーワード： 曲率流の自由境界値問題　対数拡散方程式　反応拡散方程式　特異性　伝播現象　単安定・双安定　パ
ルス波・フロント波

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
物質の異なる二つの相が交わらずに共存するとき，それらを隔てる曲面や曲線を界面と呼ぶ．その運動はしばし
ば曲率流とよばれる偏微分方程式で記述され，自然界で見られる重要な時空パターンである．界面とその境界の
双方が時々刻々と変形する「自由境界問題」は油滴の運動とも関係する．一方，対数拡散方程式は2次元リッチ
流や1次元ボルツマン方程式の中心極限近似で得られる．平均曲率流とリッチ流に共通した構造を見つけること
はR.Hamiltonらがポワンカレ予想を解決するプロジェクトで行ったことである．この観点から曲率流の自由境界
問題と対数拡散方程式に対してを結び付ける数学理論を構築することには意義があると考えられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景  
 
曲線短縮流とは平面内の曲線上の各点における法線速度がその点の曲率の大きさで与えられる
運動である．曲線短縮流を高次元に一般化したのが平均曲率流やそれに類する曲面の発展方
程式であり，非等方的平均曲率流や体積保存型平均曲率流と呼ばれるものである．非等方的
平均曲率流は結晶成長のモデルである．体積保存型平均曲率流は油滴の落下運動のモデルや，
シャボン玉の形状に見られる平均曲率一定曲面の問題や等周問題といった微分幾何学の変分問
題とも関連があり，解析学・幾何学の双方向から国内外で活発に研究されていた．一方で，曲
率運動をする界面が時間とともに変化する自由境界をもつトリプル・ジャンクション型の三相境界問
題に対して，界面とその端点の運動に関する漸近挙動が次第に問題となりつつあった． 
 
対数拡散方程式は拡散が特異性をもつ偏微分方程式であり，2 次元リッチ流の Rosenau 解や
ボルツマン方程式のカーレマンモデルの中心極限近似で得られる方程式である．リッチ流と平均曲
率流は，ポアンカレ予想とも関連しており，双方の研究は相互扶助的であることが知られている．
そのため，我々がリッチ流の特殊解に現れる対数拡散方程式と曲率流の自由境界値問題にアナ
ロジーを見出そうとするのは自然な問題意識であった．  
 
これらの非線形放物型方程式の解の振る舞いを理解するには,種々の漸近的手法を開発し, 無
限次元力学系の観点から精密に調べる必要があった.  
 
２．研究の目的  
 
非線形放物型方程式の解が示す複雑な時空パターンの解明は，今日の非線形解析学の主要なテー
マの一つである．物質の異なる二つの相が交わらずに共存しているときそれらを隔てる曲面ないしは曲線
を「界面」と呼ぶ．その運動は自然界で見られる重要な時空パターンである．界面とその境界の双方が
時々刻々と変形する問題を，界面運動の自由境界問題という． 1980 年代より界面の時間発展の
モデルとして曲率や他の幾何学的量に依存して運動する曲線や曲面の研究が進められてきた．たとえば
界面上に発生する「特異性」の分類や、解の漸近挙動に関する研究が行われてきた．また特異性が生
じた後の界面運動の追跡方法なども開発された．一方，ある種の反応拡散方程式のパラメータを限り
なくゼロに近づけると解の不連続な「遷移層」が得られ，この遷移層は曲率流に沿って運動することが知
られている．申請時の計画では, 以下の問題に取り組む予定であった. 
 
(A) 外力項付き曲率流の自由境界問題  
(B) 対数拡散方程式の特異性解析 
(C) 空間非一様な媒質における曲率流の自由境界値問題と特異極限 
 
さらに，反応拡散方程式の遷移層運動に関連する次の問題に取り組んだ． 
(D) 被食・捕食型などの反応拡散方程式における伝播現象 
 
まずテーマ(A)について少し詳しく述べる．平面内の曲線がその曲率に依存し時間発展する種々の
曲率流方程式の自由境界問題を研究した．これまでその研究のほとんどは閉曲線についてであり，
曲線が動く端点をもちそれらが時間変化する自由境界問題については未解明な点が多かった．そ
の難しさは境界の動きやその正則性が先見的に分からない点にあり，解析では方程式の個性に応
じて新しいアイディアが必要となる．外力項付き曲率流の自由境界問題の研究を行い，さらにその
成果と技法を発展させ面積保存型曲率流の自由境界問題の解の挙動を解明するのが目的であ
る．具体的には相似拡大や平行移動の群作用で不変な解，すなわち自己相似解や進行波に
任意の解が漸近することを示し，解の凸性に関する性質も明らかにする．本研究では，以下の問
題に取り組んだ． 
 
(A1) 外力項付き曲率流の自由境界問題の解の漸近挙動 
(A2) 面積保存型曲率流の自由境界問題の進行波の安定性 
 
次にテーマ (B)について説明を加える．曲率流の自由境界問題の研究を発展させ，対数拡散方
程式のコーシー問題の解の挙動を解明する．申請当初は (B1) のみを予定していたが，研究は
予想以上に順調に進み，当初は計画していなかった新しいプロジェクト (B2) へと発展した． 
 
(B1) 対数拡散方程式の解の特異性と漸近挙動 
(B2) 単安定の反応項をもつ対数拡散方程式の解の漸近挙動 
 
 



対数拡散方程式の問題には幾何的偏微分方程式の特異性，および無限に早い拡散効果という
2 つの側面がある．これらの側面をより深く理解するため，以下の問題を考察した． 
 
(B3) 多様体上の爆発問題と無限に早い拡散現象に関する爆発問題 
 
テーマ (C) は，これに関連する遷移層の運動の問題 (D) に切り替えた．ここで，テーマ (D) 
の目的について簡単に述べる．様々な反応拡散方程式において，解の値が急激に変化する遷移
層が空間内に出現する．そのような遷移層の運動の解明は，非線形放物型方程式の解が示す
複雑な時空パターンを理解することに繋がる．報告者は手始めに，有限時間での種の絶滅現象
を記述することで知られている特異性をもつ被食・捕食反応拡散方程式を考察した．さらにその成
果を拡張し，被食捕食系や感染症モデルなど広範な反応拡散方程式系の伝播現象を統一的に
理解する．問題 (D) で扱った研究テーマ数は多いので，研究成果の欄でその概要を述べる． 
 
３．研究の方法  
 
(A) 外力項付き曲率流の自由境界問題 
非線形放物型方程式の爆発問題の解析手法，一階偏微分方程式の知識のみならず，等周比
評価など微分幾何的な議論，線形作用素の固有値解析，解の交点数理論や力学系の理論な
ど，解析と幾何の手法を縦横無尽に駆使して総括的に問題の解析を行った． 
 
(A1) 外力項付き曲率流の自由境界問題の解の漸近挙動 
俣野博氏(明治大学)，Jong-Shenq Guo 氏(淡江大学:台湾)，Chang-Hong Wu 氏(交
通大学:台湾)と共同研究を進めた．解析には自由境界問題の解析では境界条件に応じて新し
い手法を開発することが不可欠である．本研究で開発した新たな手法や考え方は，他の非線形
放物型方程式の問題へも適用が可能である．たとえば，新たに発見した「交点数理論」や，等周
比評価の考え方は，後述の対数拡散方程式の研究でも応用されている． 
 
(A2) 面積保存型曲率流の自由境界問題の進行波の安定性 
可香谷隆氏(室蘭工業大学)と共同研究を進めた. 問題の解決のためには, 進行波における線形
化作用素のスペクトルを詳細に調べる必要があり，その作用素の定義域には面積保存条件に付
随する付帯条件が課されており，しかも自己共役作用素ではない．この技術的難しさの克服に精
力を注いだ. そして群作用のある中心多様体理論を駆使し，進行波の局所指数安定性を示した． 
 
(B) 対数拡散方程式の特異性解析 
対数拡散方程式は微分幾何学の 2 次元リッチ流に現れる．平均曲率流とリッチ流に共通した構
造を見つけることは R.Hamilton が幾何化予想を解決するためのプロジェクトで行ったことである．
我々は，テーマ (A) で考察した曲率流の自由境界値問題と対数拡散方程式のコーシー問題に
潜むアナロジーを追求しながら解析を行った． 
 
(B1) 対数拡散方程式の解の特異性と漸近挙動 
対数拡散方程式は曲率流方程式に比べて，拡散項が強い特異性をもつ．このため，証明の際
にさまざまな技術的な困難が現れ，必要なアプリオリ評価を得ることが容易ではない．この点の解
決に最も長い時間を費やした．我々は，まず曲率流の自由境界問題の問題を幾何的な視点か
らリッチ流の問題として対数拡散方程式の文脈に読み替えることで，解析の鍵となる種々のアプリオ
リ評価を得た．さらにスツルムの交点数非増大理論を対数拡散方程式に対して拡張し，曲率流
の自由境界問題に用いていた解析スキームを適用することが可能になった．これにより 1 次元対数
拡散方程式の解の特異性が詳細に記述することに成功した． 本研究は， Peter Takac 氏(ロ
ストック大学)，柳田英二氏(東京工業大学)と共同で行った． 
 
この研究で編み出した数学的な手法は，テーマ (B1) を発展させた問題 (B2) の研究を行う上でも
役に立った．また特異性の解析という観点から非線形熱方程式の爆発問題の研究 (B3) も並行
して進めた．これらの問題の詳細と研究方法は，「研究成果」の欄で概略を説明する． テーマ 
(C) は新たに開始して研究がめざましく進展した別の問題 (B2) および (B3), (D) の研究を優
先したため, 保留扱いとなった.  
 
４．研究成果  
 
(A) 外力項付き曲率流の自由境界問題 
 
(A1) 外力項付き曲率流の自由境界問題の解の漸近挙動 
法線速度が曲率と外力項の和で時間発展する曲線の，界面の端点の動きが直線に拘束された，
その接触角が一定の角度に固定された自由境界値問題を考察した．任意の解の挙動を完全分
類し，それらの解の漸近挙動も解明した(Guo-Matano-Shimojo-Wu, ARMA 2016)． 



このモデルは右の図のように表される．ここで，  
Vは曲線の法線速度，κは曲率，Aは正定数． 
また界面の端点の動きが直線に拘束されており， 
左右の接触角が左側は 𝜓−，右側は 𝜓+という 
一定の角度に固定された自由境界問題である． 
 
論文ではまず解の挙動を完全分類した．すなわち以下の挙動ですべての場合が尽くされる．  
(S) 曲率の影響が大きい場合，有限時間で曲線が一点に縮み，曲率が爆発する．  
(E) 外力項が曲率の影響を打ち消していき，解が無限に広がっていく．  
(T) (S),(E)の効果が釣り合って解が上下から有界な面積と長さを保ち続ける．  
我々は解の漸近凸性を証明し，解の漸近挙動の記述に成功した．特にケース(T)では横方向に
一定スピードで移動する進行波に収束することを発見した．さらに上の３つの各ケースを実現する
非自明な解も構成した． 
 
(A2) 面積保存型曲率流の自由境界問題の進行波の安定性 
現在も研究は継続中である．その最初の成果と位置づけられる，進行波に十分近い凸な初期値
に対する解の進行波解への指数漸近を論じた論文が学術誌に掲載された(Kagaya-Shimojo, 
Asymp. Anal. 2016).  
 
(B) 対数拡散方程式の特異性解析 
 
(B1) 対数拡散方程式の解の特異性と漸近挙動の研究 
遠方で指数的に減衰する 1 次元対数拡散方程式の解の特異性を完全に記述することに成功し
た．方程式の対称性に応じた時空スケーリング変換を施し，変換後の方程式の時間大域解の問
題に帰着させて，無限次元力学系の観点からそれを解析した．具体的には任意の解は，自己相
似スケーリングを施すと進行波に収束することが証明した (Shimojo-Takac-Yanagida, Math. 
Anal. 2018) ．我々は，平均曲率流とリッチ流に共通した構造を見つけるというR.Hamilton が
幾何化予想を解決するためのプロジェクトを，曲率流の自由境界問題と対数拡散方程式のコーシ
ー問題に対して遂行した． 
 
(B2) 単安定の反応項をもつ対数拡散方程式の解の漸近挙動 
研究申請当初の計画より大幅に研究が進展し，物部治徳(大阪公立大学)と松澤寛氏(横浜国
立大学)も新たに加え，反応項のある空間 1 次元の対数拡散方程式の解の漸近挙動の研究へ
と発展した． これは，実数直線上の双安定反応項をもつ対数拡散方程式の解の漸近挙動に関
するものある．我々は左無限遠方ではゼロから離れていて，右無限遠方では指数的に減衰する
非負の初期値から出発した解が時間がたつと必ずフロント型進行波解に収束することを証明した. 
本研究では, 半線形放物型方程式で確立されていた Du-Matano(2010)の交点数非増大則
に相平面図を組み合わせた方法を，特異的な拡散をもつ対数拡散方程式に対して拡張し, それ
を収束証明に用いた．なお同論文では, 単安定型の方程式についても同様の結果を得ている
(Matsuzawa-Monobe-Shimojo-Yanagida, IUMJ 2022)．  
 
 (B3) 多様体上の爆発問題と無限に早い拡散現象に関する爆発問題 
研究開始後に新たに加わった新しい問題として，曲率流やリッチ流を含む幾何的偏微分方程式の
特異性解析という観点から，双曲多様体上の爆発問題を研究した(Poh-Shimojo 2019)．ま
た対数拡散方程式の消滅解の拡散スピードが無限に速くなるという非線形拡散特有の現象をより
広い立場から理解するため，準線形方程式の無限遠方で拡散スピードが無限に早くなって爆発す
る解を解析した(Poh-Shimojo 2019)． 
 
 
また申請当初に計画していた (A)-(C) に含まれない新しいテーマとして、特異点の解析という観
点から，Jong-Shenq Guo 氏(淡江大学)， Yu-Shuo Chen 氏(淡江大学)， Arnaud 
Ducrot 氏(Le Havre Normandie 大学)，Thomas-Giletti 氏(Élie Cartan de Lorraine
研究所)と以下で述べる研究を開始した． 
 
(D) 被食・捕食型などの反応拡散方程式における伝播現象 
「特異性をもつ被食・捕食モデル」に対する反応拡散方程式は数理生態学で生物の有限時間で
の絶滅現象を記述する方程式として，近年注目を浴び始めていたが解析が困難なため，特に拡
散係数が異なる場合，数学的な結果は何も得られていなかった． この非線形放物型方程式系
の研究は数学的な観点からは以下の特徴がある． 第一に生物種がある場所で絶滅する際に特
異点が生じるので 爆発現象としての側面がある．第二に被食者が捕食者の領域に侵入していく
観点からは伝播現象の問題となる．この方程式に関しては，当初ほとんど何も証明されてなかった．
本研究ではまず有界領域の場合を調べ，さらに全空間の伝播現象を解析した． 
 



 
(D1) 特異性をもつ被食・捕食モデルの初期境界値問題 
有界領域の場合に解の漸近挙動を考察し, 種々のリャプノフ関数を構成し,これまで未解決であっ
た解の絶滅現象や空間均質化現象を証明した(Ducrot-Guo-Shimojo, JDDE 2018 )．また
同方程式に対して周期解への収束も論じた(Guo-Shimojo, JMAA 2018)．さらに，より一般
の２成分反応拡散方程式系の周期解への収束に関して，非線形項の可積分性の構造に注目
した一般論を構築した (Poh-Shimojo JMAA 2018)． 
 
(D2) 特異性をもつ被食・捕食モデルの初期値問題 
特異性をもつ被食・捕食反応拡散系に対して，全空間の初期値問題を研究した．まず進行波や
周期進行波を構成した．次に被食者(鳥)が一様に空間分布初期値を与えたときに，捕食者
(猫)が侵入していく際のフロントの位置や解の漸近協挙動を詳しく調べた(Chen-Guo-Shimojo, 
DCDS-B 2021).  
 
(D3) ある種の反応拡散方程式に対する全域解の分類と伝播現象 
テーマ (D) は特殊な方程式の研究からスタートしたが，数理生物学に現れる様々な方程式の伝
播現象に関わる研究も推進することで，その理論的基礎について正しい判断を得ることが目標であ
る．たとえば Ducrot-Giletti-Guo-Shimojo (Nonlinearity 2021) は 3 種系の被食・捕食
系の解の伝播現象を解析した．また，Guo-Poh-Shimojo (Asymp. Anal. 2020) は、空間
非局所的な拡散効果を含む，SIR 型反応拡散モデルに対して，感染の伝播現象の研究を行っ
た. さらに，Guo-Shimojo (NARWA 2021)では，連立系の反応拡散方程式に対して，定数
定常解に関わる Liouville 型定理を確立した．得られた Liouville 型定理を応用することで，広
範なクラスの反応拡散方程式系の伝播解の漸近挙動を解析することが可能になった． 
 
反応項がついた対数拡散方程式のより発展的な研究と，反応拡散方程式の伝播現象の研究は，
当該研究若手研究(B)から継続する基盤研究(C)20K03708 にも引き継がれている． 
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