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研究成果の概要（和文）：本研究では，大規模な連立楕円型偏微分方程式の境界値問題の解の計算機援用証明法
の開発を目指し，研究を進めた．特に，計算機援用証明法の最も難しいパートである線形化作用素の逆作用素の
ノルム評価は既存の手法では大規模な連立偏微分方程式に適用すると誤差が大きくなり，実用的なものではなか
った．
それに対し，ラプラス作用素の分数冪を利用することで大規模な連立楕円型偏微分方程式に対応する線形化作用
素の逆作用素ノルム評価を得る手法を開発した．
これにより，今までは難しかった大規模な連立楕円型偏微分方程式の解の計算機援用証明法が可能となり，実際
にLotka-Volterra方程式などに応用した．

研究成果の概要（英文）：In this study, we aimed at the development of a computer-assisted proof 
method for the solution of the boundary value problem of system for large-scale elliptic partial 
differential equations. In particular, the norm evaluation of the inverse operator of the linearized
 operator, which is the most difficult part of the computer-assisted proof method, is not practical 
because the existing method has large errors when applied to large-scale simultaneous partial 
differential equations.
We developed a method to obtain inverse operator norm evaluation of linearized operators 
corresponding to large-scale elliptic partial differential equations by using fractional operator of
 Laplacian.
As a result, the computer-assisted proof method of the solution of system for the large-scale 
elliptic partial differential equation that was difficult until now becomes possible, and it was 
actually applied to the Lotka-Volterra equation etc.

研究分野：精度保証付き数値計算
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研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形偏微分方程式は様々な現象を記述し，現代科学への発展にはなくてはならないものである．しかし，非線
形偏微分方程式は複雑であるため，その解が存在するかどうかすらわからない場合がある．そこで，計算機を利
用した解の存在証明法は有効であることが知られている．解の存在性を示すことで，現象を表す偏微分方程式の
妥当性を保証することが出来る．しかし，大規模な非線形偏微分方程式系となると複雑さは増し，今までの計算
機援用証明法では解の存在を保証することができない例が多々存在した．
本研究成果で大規模な非線形偏微分方程式系に特化した手法を考案し，解の存在性を証明できる範囲の拡大に成
功した．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

偏微分方程式は様々な現象を記述する手段として利用されており，方程式の解を解くことで
現象の理解につながる.しかし，多くの偏微分方程式は解析的に解くことができないため，コン
ピュータを用いた数値計算によって近似的に解くことで，様々な分野に利用されている.コンピ
ュータが扱える計算は有限であり，偏微分方程式の解を厳密に解くためには無限回の計算を必
要とするためにコンピュータでさえも厳密に求めることは叶わない.また，計算回数を有限回で
とどめた場合に，偏微分方程式の真の解とは違う別の解を得てしまう問題もある. 

そこで，計算回数を有限にとどめながら，真の解を包含する形で結果を得られる精度保証付
き数値計算法が重要となる.偏微分方程式に対する精度保証付き数値計算法は「真の解の存在」
を証明したうえで，真の解と近似解の誤差を導出するため，計算機援用証明法とも呼ばれる. 

 偏微分方程式に対する計算機援用証明法は 1988 年に中尾充宏氏により開発され，多くの数
学的な結果を導いている. 

 

 

２．研究の目的 

本課題では大規模な連立非線形楕円型偏微分方程式の境界値問題 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

の解の存在性を証明する計算機援用証明法を開発する．すなわち，未知変数の数，非線形項の
形によらない楕円型偏微分方程式の解に対し存在性を証明することできる手法を考案すること
である．この目的が達成されることにより，Gray-Scott 方程式や Lotoka-Volterra2 種競合モ
デルなどの解の存在が証明できていない方程式の定常解の存在を明らかにできる． 

 その中でも，明らかにする内容として，偏微分方程式に対応する線形化作用素の逆作用素の
存在性の証明とそのノルム評価が最も重要な課題である. 

 

 

３．研究の方法 

 計算機援用存在証明法を構築するためには大きくわけて「数学的な証明」と「コンピュータ
上で誤差を把握できるプログラムの実装」の 2つのパートにわかれる. 

数学的な証明を行うパートでは，主に研究代表者が自分で証明を行い，その結果を学会など
で発表することで証明の正しさや，さらなる発展について議論した. 

続いて，「コンピュータ上で誤差を把握できるプログラムの実装」についても，研究代表者自
身が実装を行った.実装では誤差の計算を間違うことは一切許されないため，学会発表ではなく，
Webで全世界にプログラムを公開することで，多くの利用者を募りバグ等の発見を務めた.また，
開発したプログラムは BSDライセンスとして，誰でも別の研究で利用できる状態にした. 
 
４．研究成果 
 目的を達成するために最も重要な点は，楕円型偏微分方程式系の線形化作用素の逆作用素の
存在性の証明法とそのノルム評価である.そのために，今までこの分野では利用されてこなかっ
たラプラス作用素の分数冪を導入することで，線形化作用素の逆作用素の存在性とそのノルム
評価を行うための問題を無限次元固有値問題に帰着できる次の定理を証明した. 
 

定理 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 その上で，無限次元固有値問題の固有値を劉-大石の定理に基づいたコンピュータで粗い包含
を得る手法と，その粗い包含を Goerish の方法により精密化することで，非常に精度の良い評
価が得られる手法を開発した. 
 その結果，今までの評価では対応できなかった楕円型偏微分方程式系への計算機援用証明法
への応用が可能となった. 
 実際に，提案した手法を Lotka-Voltera 方程式に対して，適用すると図 1の近似解に対して，
計算機援用存在証明法により解の存在性が証明できた. 
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